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РОЗДІЛ 1

ФРИКЦІЙНА ВЗАЄМОДІЯ ЦИЛІНДРИЧНОЇ
ОБОЛОНКИ З ДЕФОРМІВНИМ

ЗАПОВНЮВАЧЕМ

1.1 Мішана задача фрикційного контакту
безмоментної оболонки та пружного заповнювача

Нехай пружний деформівний
циліндр (заповнювач), радіус яко-
гоR і довжина a2 , поміщений в обо-
лонку завтовшки оh (рис. 1.1). Запов-
нювач стискається по торцях абсолю-
тно жорсткими поршнями, до яких
прикладене навантаження величиною
Q .

Тертям між заповнювачем і по-
ршнями нехтуємо. Характер контакт-
ної взаємодії оболонки і заповнювача
визначається законом сухого тертя.
Слід знайти аналітичний розв’язок
мішаної контактної задачі, який вра-
ховує найбільш суттєві параметри
напружено-деформованого стану сис-
теми. Для цього необхідно побудува-
ти моделі заповнювача і оболонки
певного рівня строгості, які дають

можливість аналітично розв’язати сформульовану проблему.
Через симетрію конструкції відносно площини, рівно-

віддаленої від поршнів, можна розглянути половину системи
(рис. 1.2), вважаючи переріз, який належить площині симетрії,
гладко впертим в жорстку перепону. Осесиметричний напру-
жено-деформований стан конструкції досліджуємо в цилінд-
ричних координатах (рис. 1.2).

Рисунок 1.1
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Рисунок 1.2

Для побудови моделі заповнювача використано операто-
рний метод [103, 116]. Основні рівняння осесиметричної (вісь
z ) задачі теорії пружності в циліндричних координатах за
відсутності масових сил включають рівняння рівноваги
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і закон Гука.
У формулах (1.1), (1.2) позначено:  – об’ємне розши-

рення;  – єдиний ненульовий компонент обертання; zr uu , –
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радіальне і осьове переміщення;
н

н
K






1

21
;  – коефіцієнт

Пуассона.
Підставимо співвідношення (1.2) в рівняння (1.1) і замі-

нимо оператор
z


на довільну константу p, одержимо систе-

му звичайних диференціальних рівнянь в переміщеннях, зага-
льний розв’язок якої виражається через циліндричні функції

   prrZ
K

prZu *
r 01

2

2 
 ;

     .
2

22
100 prrZ

K
prZprZ

p
u *

z


 (1.3)

Тут
     prBNprAJprZ 000  ,

     prNBprJAprZ **
*

000  ,

     prBNprAJprZ 111  ,

     prNBprJAprZ **
*

111  , (1.4)

де:    prJprJ 10 , – функції Бесселя першого роду нульового і

першого порядку;    prNprN 10 , – функції Неймана нульово-

го і першого порядку; ** BABA ,,, – довільні константи.
Використовуючи формули (1.3), із співвідношень Коші

отримуємо деформації
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







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K
r

*
1

*
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1

2

2
 ;

   prZ
r

prZ
K *

10

1

2

2



 ;

     prpZprZprprZ
K *

z 001 2
2

2



 ; (1.5)
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       prpZprZprprZК *
rz 110 222  ;

 prKZ 0 ;  prZ1 .

І, нарешті, за допомогою закону Гука та формул (1.5)
знаходимо вирази для напружень
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 ;
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10

1

21
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


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 







 prprZ

K
prpZprZ

н

н

н

E
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*
00

2

2

1

2

1
; (1.6)

     













 prpZprZprprZ

KE *
rz 110

2

2

1 
 .

Тут E – модуль Юнга.
Для нескінченного суцільного циліндра запишемо кра-

йові умови на бічній поверхні Rr 

 
 RrRr

|| rzr , , (1.7)

де  , – задані нормальне і дотичне напруження, а також
умови обмеженості переміщень при 0r

  00 ,0 rzrr |u|u . (1.8)

Задовольнимо умови (1.7), (1.8) і відкинемо в розкладах
циліндричних функцій члени порядку  pro , одержимо шука-
ні модельні співвідношення для заповнювача через задані на
бічній поверхні напруження:

для переміщень

  







 ф

pR

н
ун

E

r
ur

12
-1 ;
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







 ф

pR
у

p
н

E
u z 2

121
2

1
; (1.9)

для деформацій

  







  

pR

н
н

E
r

12
-1

1
;









 

pR
н

E
z

12
2

1
; (1.10)


R

r

E

н
rz




1
;

для напружень

 
pRR

r
zrzr

12
,,  . (1.11)

Аналогічні модельні співвідношення можна отримати в
припущенні, що у заповнювачі нормальні напруження

zr   ,, і осьові переміщення zu розподілені рівномірно, а

дотичні напруження rz і радіальні переміщення ru – лінійно
по поперечному перерізу. Приймаючи сформульовану гіпотезу
і переходячи до безрозмірної системи координат, зразу отри-
муємо

  wu,uu,,  . (1.12)

Рівняння рівноваги, усереднене по площі поперечного
перерізу, з урахуванням формул (1.12) має вигляд

02  



l

d

d
. (1.13)

І, нарешті, усереднений закон Гука буде

 ну
Ed

du

a
2

11
  


 , (1.14)
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     v
ER

w
-1

1
. (1.15)

Тут    1,0,1,0;  RrazRal  – безроз-

мірні координати; w – радіальне переміщення поверхні 1 ;
u – осьове переміщення перерізів заповнювача.

Як видно із формул (1.9) – (1.15), модельні співвідно-
шення, виведені операторним методом і отримані гіпотетич-
но, абсолютно ідентичні. Відзначимо також, що ці співвідно-
шення можна отримати суперпозицією розв’язків задач про
радіальний і осьовий стиск суцільного циліндра, що доводить
достатню адекватність побудованої моделі заповнювача на за-
даному рівні строгості.

Пружну рівновагу оболонки описуємо співвідношеннями
безмоментної теорії [136]. Це:

рівняння рівноваги

0о  



a

d

dN
, (1.16)

о RN  ; (1.17)

закон Гука (фізичні співвідношення)

 


 NнN
hEd

du

a
о

оо

о
о

11
 , (1.18)

  NнN
hER

w
о

оо

о
о

1
 . (1.19)

Тут  NN , – мембранні зусилля, оо ,  – задані на вну-

трішній поверхні оболонки напруження, оо , wu – осьове і

радіальне переміщення оболонки, оо ,нE – модуль Юнга і кое-
фіцієнт Пуассона її матеріалу.

На торцях заповнювача і оболонки виконуються умови

    00,0
2

 


 N
R

Q
P ; (1.20)



16

    01,01 о  uu . (1.21)

Фрикційну взаємодію оболонки і заповнювача описуємо
співвідношеннями одностороннього контакту

]1,0[,0, оо  ww (1.22)

і законом сухого тертя для монотонного навантаження

 оо ,0,,  тuufуф ; (1.23)

 1,, оо   f,uu , (1.24)

де: f – коефіцієнт сухого тертя пари оболонка – заповнювач,

о – невідома безрозмірна координата точки розмежування
областей проковзування і зчеплення. Враховуючи співвідно-
шення (1.14), (1.18) і беручи до уваги умови (1.21), закон сухо-
го тертя (1.23), (1.24) можна переписати таким чином:

 оo ,0,,    f ; (1.25)

 1,,, оo    f , (1.26)

тобто умови рівності (чи нерівності) осьових переміщень за-
мінити умовами сумісності (чи несумісності) осьових дефор-
мацій оболонки і заповнювача.

Таким чином, крайова задача про контактну взаємодію
оболонки і заповнювача з урахуванням сил сухого тертя сфо-
рмульована. Її розв’язок побудуємо окремо в кожній із облас-
тей – проковзування і зчеплення.

Нехай  1,о  . Зінтегрувавши рівняння (1.13), (1.16) з

урахуванням крайових умов (1.20), маємо




 
0

2 dlP ; (1.27)




 
0

daN . (1.28)
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Підставляючи інтеграли (1.27), (1.28) відповідно в фор-
мули (1.14), (1.15) і (1.18), (1.19), отримуємо деформації і пе-
реміщення через невідомі фу , :

для заповнювача









  нуdlP

Ed

du

a
22

11

0



 


 , (1.29)

















 



 
0

2)1(
1

dlPнн
ER

w
; (1.30)

для оболонки









  






 о
0оо

о
o

1
нdl

hE

R

d

du

a
, (1.31)









 



 
0

о

оо

о
o dlн

hE

R

R

w
. (1.32)

Тепер, підставляючи переміщення (1.30), (1.32) в умови
одностороннього контакту (1.22) і враховуючи закон сухого
тертя для зони проковзування (1.25), отримуємо ключове рів-
няння контактної задачі в зоні проковзування:

    Pdfl 


 
0

ooo 21 , (1.33)

де ooo , EEhR   – параметр безрозмірної жорсткості
заповнювача.

Зокрема, при 0 із рівняння (1.33) маємо

  P
ен

н
у

о1
0


 . (1.34)

Диференціюючи інтегральне співвідношення (1.33),
приходимо до звичайного диференціального рівняння

 о,0,0 





d

d
, (1.35)
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де    ooo -12   нннflл .
Розв’язуючи рівняння (1.35) при крайовій умові (1.34),

отримуємо вираз для нормального контактного напруження

 о,0,
1

  


 e
н

нP
. (1.36)

Використовуючи закон Кулона (1.25), отримуємо дотич-
не контактне напруження

 о,0,
1

  


 e
н

нP
f . (1.37)

Запишемо ще необхідний інтеграл

 
   о

оо0

,0,1
2

 





 
 e

еннl

нP
d .(1.38)

Підставляючи інтеграл (1.38) в формули (1.27), (1.28),
отримуємо відповідно осьові напруження в заповнювачі і зу-
силля в оболонці

   ооо

оо

,0,2
2

бтнeен
енн

P
у 


 

 ; (1.39)

   о
оо

,0,1
2

бтe
енн

нPR
N 


 

 . (1.40)

Для осьової деформації заповнювача із формули (1.29) з
урахуванням співвідношень (1.36), (1.39) випливає вираз

 


 оо

оо2

1
ен

еннE

P
т
е

    








 

e
ен

нннн
н

о

oо

1

1211
2 ,  о,0 бт . (1.41)

Перейдемо до побудови розв’язку задачі в області зчеп-
лення оболонки і заповнювача. Нехай  1,о  . Запишемо
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вирази для осьових напружень в заповнювачі і зусиль в обо-
лонці через невідоме дотичне контактне напруження у формі

  











o

2о dl , (1.42)

  





o

о
daб

т
N

т
N , (1.43)

де    оо ,   N – невідомі. Тепер вирази (1.14), (1.18) для

осьових деформацій заповнювача і оболонки набувають ви-
гляду

 













 ну

т

б

фdтlб
т
у

Eт
е 22

1

о

о , (1.44)

 










  унdl

R

N

hE

R
o o

о

оо о







 


 , (1.45)

а радіальні переміщення (1.15), (1.19) заповнювача і оболонки
будуть

   






















 

т

б

фdтlб
т
унун

ER

w

о

21
1

о , (1.46)

 























 











о

о

о

оо

o dl
R

N
н

hE

R

R

w
. (1.47)

Задовольняючи з допомогою формул (1.42) – (1.47) умо-
ви одностороннього ідеального контакту (1.22), (1.26), прихо-
димо до системи рівнянь для контактних напружень

     
 

R

б
т

N
енб

т
ну

т

б

фdтlеннуен
о

ооо

о

ооо 21  ,
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    
т

б
фdтlеуенн

о

oоо 22

 
 

 1,, о

о

оо бт
R

б
т

N
еб

т
у  . (1.48)

Права частина отриманої системи рівнянь не залежить
від  . Таким чином, (1.48) – система лінійних алгебраїчних

рівнянь відносно двох невідомих констант  і 





о

dl . Оскіль-

ки співвідношення виду

const
о






dl

приводить до особливості типу  -функції у виразі для  , а,
отже, і до розриву осьових напружень  і зусиль N , які в

даному конкретному випадку зобов’язані бути неперервними,
то необхідно прийняти

0
о






dl .

Звідси

   1,,0 о  , (1.49)

і система рівнянь (1.48) набуває вигляду

   
 

,1
о

оооо
R

б
т

N
енбнууен  

   
 

 1,,2 о

о

оооо бт
R

б
т

N
ебууенн   . (1.50)

Умова розв’язальності системи (1.50) – лінійна залеж-
ність рівнянь. Виключаючи  , маємо
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 
  

    
 
R

N о

o

оо

ooо
о

1211

2
1











 











 . (1.51)

Співвідношення (1.51) служить для визначення невідо-
мої координати о точки розмежування областей проковзу-
вання і зчеплення. До нього необхідно додати умови непере-
рвності осьових напружень і зусиль в точці о

       00,00 оооо    NN . (1.52)

Тепер, використовуючи вирази (1.39), (1.40) при о  і
враховуючи умови неперервності (1.52), із формули (1.51)
знаходимо












ооо

о
о

2

11

нн

н
ln

енн

ен

fl
б

    










o

o
2
ooo

1

1432112




. (1.53)

Зауважимо, що при 1о  в рамках прийнятої моделі зо-
на проковзування охоплює всю область контакту.

Невідоме контактне напруження  в зоні зчеплення
знайдемо підстановкою співвідношень (1.39) і (1.40) при

о  в будь-яке з рівнянь системи (1.50).
Таким чином, сформульована контактна задача про фри-

кційну взаємодію безмоментної циліндричної оболонки і де-
формівного заповнювача розв’язана. Розв’язок знайдено у
класі кусково-неперервних функцій

 

 
















1,,

,0,

1
о

о

о
o 










e

e

н

н
P ,

 
 













1,0

,0

1
о

о

о 








,

,e

н

н
fP . (1.54)
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При відомих контактних напруженнях (1.54) і координа-
ті о (1.53) на основі формул (1.12), (1.17), (1.27) – (1.32) мо-
жна знайти всі характеристики напружено-деформованого
стану системи. Зокрема, головні напруження, що виникають в
оболонці, мають такий вигляд:

 

 
















1,,

,0,

1
о

о

оoo

1
о 











e

e

н

н

h

R
P

h

N
, (1.55)

 

 
















1,1

,0,1

2
о

о

оooo

2
о ,e

e

нн

н

h

R
P

h

N













. (1.56)

Обчислимо ще осьові переміщення перерізів заповнюва-
ча. При цьому необхідно розрізняти два варіанти: 1о  і

1о  . Нехай 1о  . Інтегруючи осьову деформацію (1.14) з
урахуванням крайової умови (1.21) і співвідношення (1.41),
послідовно отримуємо

  


 
oo

1

2 




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P
dau

      
 

 












  




 ee

ннlf

нннн
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oo

oo
oo
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1211
21 . (1.57)

Зокрема, при 0 із виразу (1.57) одержуємо формулу

для осьового переміщення (осадки) поршня  0u внаслідок
дії заданої сили Q





оооо 2

1

еннhрE

Ql
д

  
  













 




 лe

еннlf

нненн
нн 1

2

1211
2

оо

оо
о . (1.58)
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Тепер проаналізуємо випадок 1о  . Інтегруючи форму-
лу (1.14) з урахуванням сталості осьових деформацій запов-
нювача в зоні зчеплення і крайової умови (1.21), маємо

       1,,1 оо    au . (1.59)

Підставляючи в формулу (1.59) о  , одержуємо кра-
йову умову

     ооо 1 б
т
ебaбu  , (1.60)

де  о  в силу своєї неперервності визначається з виразу

(1.41) при о  .
В зоні проковзування маємо

 оо ,0,)()(
о





   dauu . (1.61)

Підставляючи співвідношення (1.41), (1.60) в формулу
(1.61) та інтегруючи, отримуємо
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Об’єднуючи одержані результати для обидвох випадків,
маємо осьові переміщення перерізів заповнювача:
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Зокрема, для осьового переміщення (осадки) поршня
одержуємо
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Для найбільш часто використовуваних на практиці пода-
тливих на зсув низькомодульних слабостисливих заповнюва-
чів доцільно провести асимптотичний аналіз отриманих ре-
зультатів у припущенні 21,0o  н . Це дасть змогу не
тільки уникнути деякої громіздкості остаточних формул, а й
більш чітко проаналізувати структуру основних результатів та
вплив суттєвих параметрів системи на їх змінюваність.

Введемо необхідні позначення
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і проведемо граничний перехід 210o   , у формулах

(1.53) – (1.56), (1.64). Координата o точки розділу областей
проковзування і зчеплення буде
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Контактні напруження набувають такого вигляду:
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Зазначимо, що формули (1.67) при 1o  (проковзування
по всій довжині) збігаються з результатами роботи [99], одер-
жаними для нестисливого заповнювача, який не опирається
зсувові. Для головних напружень, які виникають в оболонці,
маємо
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І, нарешті, осьове переміщення (осадка) поршня буде
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Як видно із формул (1.67), (1.68), стисливість і податли-
вість заповнювача слабо впливають на напружений стан сис-
теми оболонка – заповнювач. Звідси випливає перший важли-
вий висновок: при розрахунку на міцність оболонкових конс-
трукцій із заповнювачем достатньо користуватися асимптоти-
чними формулами типу (1.67), (1.68).

Інша ситуація виникає при розрахунку податливості сис-
теми, яка визначається за формулою
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Q 2 , (1.70)

а також при визначенні довжини зони проковзування o . На-

явність скінченної величини o у співвідношенні (1.69) вказує
на суттєву залежність податливості усієї системи від стисли-
вості та податливості однієї із складових – заповнювача. Спі-
вмірний внесок у податливість системи вносить також дефор-
мативність оболонки. Для більш наочної ілюстрації сказаного
запишемо формулу (1.70) з урахуванням (1.69) для випадку

1o  :
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У співвідношенні (1.71) перший доданок – це податли-
вість заповнювача, сума другого і третього доданків – подат-
ливість оболонки. Зазначимо, що обидві податливості – і за-
повнювача, і оболонки – можна знайти, розв’язуючи окремо
дві більш прості, ніж уже розглянута, задачі: про навантажен-
ня стисливого пружного заповнювача в жорсткій обоймі, а та-
кож про пружну рівновагу оболонки за наявності напружень
(1.67) на внутрішній поверхні (розв’язок другої задачі одер-
жано в роботі [112]). Підсумовуючи викладене, зробимо дру-
гий важливий висновок: податливість конструкцій, які скла-
даються з пружних оболонок і деформівного заповнювача, ви-
значається у головному як сума податливостей складових час-
тин системи, і, таким чином, задача визначення податливості
складної системи розбивається на відповідне кількості частин
число спрощених задач.

Наведений підхід до розглядуваної проблеми істотно поле-
гшує розрахунок міцності та податливості складених конструк-
цій, робота котрих базується на фрикційній взаємодії пружних
оболонок і низкомодульного слабостисливого заповнювача.

Для ілюстрування отриманих в рамках розробленої мо-
делі результатів виберемо за приклад зображену на рис. 1.1
систему з параметрами: 20,aR  ; 050o ,Rh  ; 30o , ;

00010, ; 49950, . Особливо відзначимо, що вибрані па-
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раметри входять у діапазон робочих характеристик оболонко-
вих пружних елементів, моделлю яких є розглядувана систе-

ма. Введемо нову осьову безрозмірну координату  1,1 ,

пов’язану з попередньою співвідношенням  1 . На

рис.1.3 подано розподіл нормальних та дотичних контактних
напружень вздовж зони контакту для різних коефіцієнтів тер-
тя контактуючої пари оболонка – заповнювач. Як видно із на-
ведених графіків, максимальних за абсолютною величиною
значень контактні напруження досягають в площинах торців
заповнювача (на краях зони контакту), зменшуючись при від-
даленні від цих площин. Ширина зони зчеплення збільшуєть-
ся з ростом коефіцієнта тертя. На її межах, у точках розділу
зон, нормальні контактні напруження зазнають зламу, а доти-
чні контактні напруження мають розрив першого роду. При
зменшенні коефіцієнта тертя межі зони зчеплення наближа-
ються одна до одної, а сама вона стягується в точку.

Напружений стан оболонки характеризують графіки, на-
ведені на рис. 1.4. Максимальним за абсолютною величиною
напруженням в оболонці є розтягуюче кільцеве напруження в
перерізі, який належить площині торця заповнювача. Зазна-
чимо, що темп зміни головних нормальних напружень при
віддаленні від площини торця заповнювача достатньо висо-
кий. У цьому сенсі максимальні дотичні напруження вздовж
оболонки розподілені більш рівномірно.

На рис. 1.5 подано розподіл осьових переміщень оболо-
нки і заповнювача. Звертає на себе увагу більша порівняно із
заповнювачем жорсткість оболонки в напрямі твірної, причо-
му зміна коефіцієнта тертя практично не впливає на темп змі-
ни осьових переміщень перерізів оболонки. Що стосується
осьових переміщень заповнювача, то тут залежність від тертя
виражена більш чітко. Зростання коефіцієнта тертя призво-
дить до збільшення області зчеплення і тим самим до збли-
ження величин осьових переміщень оболонки і заповнювача в
області проковзування.
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1 – f=0,1; 2 – f=0,3; 3 – f=0,5

Рисунок 1.3 – Розподіл контактних напружень
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1 – f=0,1; 2 – f=0,3; 3 – f=0,5

Рисунок 1.4 – Розподіл головних нормальних і максимальних
дотичних напружень в оболонці
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1 – f=0,1; 2 – f=0,5

Рисунок 1.5 – Розподіл осьових переміщень заповнювача і оболонки

Залежність однієї з головних характеристик системи –
осадки поршня (її можна інтерпретувати як приведену подат-
ливість системи) – від довжини заповнювача зображена на
рис. 1.6. Із графіків видно, що при збільшенні довжини систе-
ми зростання податливості стабілізується, особливо після до-
сягнення області зчеплення. Збільшення коефіцієнта тертя
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призводить до зменшення осадки поршня, що, з одного боку,
зменшує ефективність використання таких систем як аморти-
заторів, однак, з іншого боку, збільшує демпфувальну здат-
ність такого пристрою.

1 – f=0,1; 2 – f=0,3; 3 – f=0,5

Рисунок 1.6 – Залежність осадки поршня від довжини заповнювача

І, нарешті, на рис. 1.7 зображені графіки залежностей
осадки поршня від параметра o , пов’язаного тут з податливі-
стю заповнювача. Суцільною лінією позначені лінійні ділян-
ки, для яких 1о  , штриховою – ділянки, де 1о  (див. фо-
рмули (1.69), (1.66)). Як видно із поданої ілюстрації, осадка
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поршня прямо пропорційно залежить від параметра o , при-
чому складна залежність, позначена штриховою лінією, прак-
тично теж прямо пропорційна.

1 – f=0,1; 2 – f=0,3; 3 – f=0,5

Рисунок 1.7 – Залежність осадки поршня від податливості
заповнювача
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1.2 Числово-аналітичний розв’язок контактної
задачі для циліндричної оболонки Кірхгофа-Лява
та деформівного заповнювача з урахуванням

сухого тертя

Мета даного параграфу – оцінити адекватність розв’язку
попередньої задачі. Для досягнення цієї мети пропонується
замінити у постановці контактної задачі модель безмоментної
оболонки на модель оболонки Кірхгофа-Лява (технічна теорія
оболонок). Модель пружного деформівного заповнювача за-
лишимо без змін, оскільки нас у першу чергу цікавить напру-
жено-деформований стан оболонки, за несучою здатністю якої

оцінюється працездатність
усієї оболонкової конструк-
ції. Інакше кажучи, необхідно
з’ясувати, чи досить безмо-
ментної теорії для моделю-
вання і розрахунку на міц-
ність оболонки, яка є основ-
ним несучим елементом сис-
теми, зображеної на рис. 1.1,
чи треба застосовувати моде-
лі вищого порядку.

Осесиметричний на-
пружено-деформований стан
системи досліджуємо в цилі-
ндричній системі координат
(рис. 1.8). Система ключових
диференціальних рівнянь
технічної теорії оболонок у
переміщеннях для даної осе-
симетричної задачі має такий
вигляд [136]:
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Рисунок 1.8
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Тут прийнято такі позначення:
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Осьове мембранне зусилля N можна виразити, викори-
стовуючи співвідношення Коші і закон Гука, через перемі-
щення оболонки таким чином
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З іншого боку, має місце рівняння рівноваги
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Вилучимо з рівнянь (1.72) за допомогою виразу (1.73)
осьове переміщення ou . Урахувавши рівняння рівноваги
(1.74), одержимо диференціальне рівняння на радіальні пере-
міщення
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Нехтуючи впливом торців, оболонку вважаємо нескін-
ченною. Згідно з крайовими умовами задачі зусилля і моменти
на безмежності прямують до нуля, зокрема

  0N . (1.76)
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Проінтегрувавши рівняння рівноваги (1.74) з урахуван-
ням крайових умов (1.76), маємо
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Беручи до уваги, що зона контакту обмежена проміжком
],[ ll , співвідношення (1.77) можна подати так:
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Підставляючи вираз (1.78) у формулу (1.75), одержимо
вихідне модельне рівняння для тонкої пологої оболонки
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Основні модельні співвідношення для заповнювача
(1.13), (1.15), (1.20) в розглядуваній системі координат мають
такий вигляд:

усереднене рівняння рівноваги

l
d

d
 



 ,02 , (1.80)

з крайовими умовами

  Pl  , (1.81)

і закон Гука

    1
1

ER

w
. (1.82)

Інтегруючи рівняння (1.80) з урахуванням крайових умов
(1.81), одержуємо осьове напруження в заповнювачі
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Підставимо вираз (1.83) у формулу (1.82), отримуємо ви-
хідне модельне рівняння для деформівного заповнювача
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Фрикційна взаємодія оболонки і заповнювача описуєть-
ся співвідношеннями одностороннього контакту (1.22), які в
даному випадку мають вигляд

lww   ,0, oо , (1.85)

і законом тертя Кулона

lf   ,sgn . (1.86)

Останнє співвідношення означає, що область проковзу-
вання збігається з областю контакту – за припущенням. Зазна-
чимо, що за результатами попереднього параграфу напружен-
ня і переміщення в оболонці досягають максимальних значень
якраз в області взаємного проковзування оболонки і заповню-
вача, і немає підстав вважати, що з ускладненням моделі обо-
лонки ситуація кардинально зміниться. Таким чином,
розв’язувати мішану задачу з урахуванням зони зчеплення на-
разі не треба.

Беручи до уваги вирази (1.85), (1.86), з рівнянь (1.79),
(1.84) одержуємо систему ключових рівнянь сформульованої
контактної задачі у вигляді
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 ll, . (1.88)

Загальний розв’язок рівняння (1.87) з урахуванням зага-
сання напружень на безмежності буде
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де 2t .
Підставляючи результат (1.89) у співвідношення (1.88),

одержимо інтегральне рівняння для визначення невідомого
контактного напруження
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де ядро має вигляд
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Розв’язок інтегрального рівняння (1.90) знаходимо ме-
тодом квадратур [26], використовуючи формулу трапецій з рі-

вномірною сіткою вузлів  
a

b
iii

2
11   , ni ,1 . При-

ймемо в рівнянні (1.90) nii ,1,  , і замінимо інтеграл
скінченною сумою. Одержуємо систему лінійних алгебраїч-
них рівнянь
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де:     ;,,, iijiijii KK   n – кількість вузлів; b –
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Для розв’язування системи рівнянь (1.92) застосовано
метод Ґауса з виділенням головного елемента.

За допомогою отриманих числових значень контактного
напруження можна визначити усі характеристики напружено-
деформованого стану системи. Зокрема, для радіальних пере-
міщень та їх похідних з урахуванням парності функції )( із
формули (1.89) отримуємо
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Тут введено позначення:
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Осьове переміщення серединної поверхні оболонки оде-
ржимо, підставляючи осьове мембранне зусилля
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і радіальне переміщення (1.93) в формулу (1.73). Інтегруючи,
отримуємо
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Осьове переміщення заповнювача, одержане з модельних
співвідношень аналогічними викладками, має такий вигляд:
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Що стосується напруженого стану оболонки, то тепер усі
його характеристики легко отримати безпосередньою підста-
новкою виразів (1.93), (1.94) у фізичні співвідношення теорії
оболонок Кірхгофа.

Проілюструємо одержані результати графічно. За при-
клад виберемо систему з параметрами, аналогічними парамет-
рам системи з попереднього параграфу:

1,0;3,0;499,0;0001,0;1,0;5 ооo  fEERhRa  . При
числових розрахунках у методі квадратур використана сітка з
51 вузлом колокацій.

На рис. 1.9 подано розподіл радіальних переміщень
(прогинів) по довжині оболонки. Штриховою лінією позначе-
но прогин, отриманий за безмоментною теорією оболонок,
суцільною – прогин, отриманий у результаті розв’язання зада-
чі із застосуванням теорії пологих оболонок Кірхгофа-Лява.
Аналізуючи графіки, відзначимо достатньо високу точність
апроксимації прогину за технічною теорією оболонок проги-
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ном за безмоментною теорією. Вплив урахування згинної де-
формації на радіальне переміщення оболонки помітний лише
в області торця заповнювача, причому при віддаленні від тор-
ця на відстань, більшу ніж радіус оболонки, цей вплив прак-
тично зникає.

Рисунок 1.9 – Розподіл радіальних переміщень оболонки

Аналіз деформованого стану системи був би неповним
без нагадування про осьові переміщення оболонки і заповню-
вача. Оскільки вплив урахування згинної деформації оболон-
ки на ці характеристики несуттєвий, розподіл осьових пере-
міщень оболонки і заповнювача якісно мало чим відрізняється
від наведеного на рис. 1.5 попереднього параграфу розподілу,
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визначеного за результатами безмоментної теорії. Що ж сто-
сується кількісних відмінностей, то, зокрема, осьове перемі-
щення (осадка) поршня  , обчислене за формулою (1.58), пе-
ревищує осадку  lu , обчислену з виразу (1.95), всього на
6,4%. Аналогічне перевищення, обчислене для осьових пере-
міщень перерізу оболонки, що межує з торцем заповнювача,
складає 5,2%.

Проведемо порівняльний аналіз напруженого стану сис-
теми за результатами обидвох параграфів. Контактні норма-
льні напруження, обчислені за технічною теорією, перевищу-
ють обчислені за безмоментною теорією. Максимальне пере-
вищення досягається в площині торця заповнювача, де воно
становить 0,2%, тобто результати обчислення нормальних кон-
тактних напружень за обидвома теоріями практично ідентичні.

Напружений стан оболонки характеризують графіки, по-
дані на рис. 1.10. Значення індексу 1i відповідає напружен-
ню  , а 2i – напруженню  . Суцільною лінією показані

напруження на зовнішній поверхні оболонки, штрих-
пунктирною – на внутрішній. Для порівняння штрихами пока-
зані напруження, визначені аналітично із застосуванням без-
моментної теорії оболонок. Як видно із наведених залежнос-
тей, максимальним за абсолютною величиною напруженням є
розтягуюче кільцеве напруження  на внутрішній поверхні

оболонки в перерізі, віддаленому від площини торця запов-
нювача на відстань, рівну приблизно половині радіуса оболо-
нки. Найбільші кількісні і якісні відмінності присутні в зале-
жностях напруження  на внутрішній і зовнішній поверх-

нях, причому на внутрішній поверхні напруження  навіть
змінюють знак. У цьому сенсі максимальні дотичні напру-
ження розподілені вздовж оболонки більш рівномірно і на
внутрішній, і на зовнішній поверхнях, причому найбільшої
величини max досягають, на відміну від  , на зовнішній по-

верхні оболонки. Однак, незважаючи на значні відмінності у
характері розподілів напружень, спільною рисою є достатньо
добра апроксимація напружень, що виникають на серединній
поверхні оболонки (на рисунку не вказані), напруженнями,
обчисленими аналітично із застосуванням безмоментної теорії



42

оболонок. Деяка невідповідність результатів спостерігається
лише в області крайового ефекту, яка має порядок піврадіуса
оболонки.

Рисунок 1.10 – Розподіл головних нормальних і максимальних
дотичних напружень в оболонці



43

Проведений аналіз результатів даного параграфу дає
можливість зробити деякі висновки щодо застосовності без-
моментної теорії оболонок у розрахунках міцності і жорсткос-
ті систем зазначеного типу. При визначенні деформованого
стану системи безмоментна теорія порівняно з технічною дає
дещо завищені результати, особливо при обчисленні осьових
переміщень заповнювача і оболонок. Однак відносна величи-
на похибки дає підстави знехтувати нею без значної шкоди
для точності визначення податливості системи і переміщень
оболонки. Інша ситуація виникає при аналізі напруженого
стану оболонки. Безмоментна теорія порівняно з технічною
дає занижені результати при обчисленні максимальних нор-
мальних і дотичних напружень. Відносна похибка результатів,
обчислена за чебишовською нормою, не перевищує 12%. Тому
розрахунок на міцність оболонки за результатами безмомент-
ної теорії повинен обов’язково враховувати цю обставину, на-
приклад, шляхом збільшення коефіцієнта запасу на величину,
співмірну з похибкою.

Таким чином, результати, отримані з використанням
безмоментної теорії оболонок, можна з достатньою для інже-
нерної практики точністю застосовувати при розрахунку сис-
теми оболонка-заповнювач. Беззаперечною перевагою запро-
понованої методики є аналітична структура використовуваних
розрахункових формул, що виключає необхідність застосу-
вання громіздких числових методів і дає можливість аналізу-
вати основні параметри системи в явному вигляді.

1.3 Розсіювання енергії при немонотонному
навантаженні пружного заповнювача

в циліндричній оболонці

Розглянемо оболонкову систему, зображену на рис. 1.1.
У перших параграфах розділу досліджені її напружено-
деформований стан і жорсткість. Зовнішнє навантаження Q
вважалось сталим, або, принаймні, монотонно зростаючим.
Даний параграф присвячений аналізу конструкційного гісте-
резису, який виникає в системі у відповідь на дію зовнішнього
немонотонного навантаження. Іншими словами, необхідно
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розробити методику побудови діаграми деформування ),( Q ,
з допомогою якої за відомою історією навантаження можна
прогнозувати поведінку розглядуваної неконсервативної сис-
теми в будь-який момент часу після початку процесу наванта-
ження, а також розрахувати величину розсіюваної при цьому
енергії.

Процес немонотонного навантаження оболонкової сис-
теми (рис. 1.2) досліджуємо у квазістатичному наближенні,
нехтуючи інерційними членами в рівняннях руху. Повна сис-
тема співвідношень змішаної контактної задачі включає фор-
мули (1.12) – (1.22), а також закон сухого тертя
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де о][ uuu  – переміщення заповнювача відносно оболонки,
або стрибок переміщень.

Оскільки конструкційне розсіювання енергії присутнє
лише в області взаємного проковзування оболонки і заповню-
вача, логічно припустити, не обмежуючи загальності, що зона
зчеплення при початковому навантаженні не досягається.

У процесі розв’язання мішаної задачі (1.12) – (1.22), (1.96),
(1.97) встановлено, що при навантаженні системи за довільним
циклом з коефіцієнтом асиметрії ]10[maxmin ,QQs  умови
(1.97), справедливі в загальному випадку для зони зчеплення,
на цей раз виконуються лише в точці розділу областей з про-
тилежними знаками швидкості взаємного проковзування

Qu  ][ . Для знаходження координати цієї точки слід вико-
ристовувати умови неперервності осьових напружень і мем-
бранних зусиль, аналогічні умовам (1.52), а саме:

       ,00,00    NN (1.98)

а також інтеграл першої умови (1.97)
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      ,, mQuQu  . (1.99)

Тут:  – шукана координата, mQ – величина наванта-
ження в кінці попереднього етапу. У випадку, коли режим на-
вантаження допускає існування декількох таких точок, умови
типу (1.98), (1.99) повинні бути записані в кожній із них.

При інтегруванні умови (1.97) в точці а ми знехтували
конвективною похідною від стрибка переміщення. Таке на-
ближення дає змогу уникнути громіздкого числового дослі-
дження, пов’язаного з інфінітезімальним підходом.

У квазістатичній постановці процес немонотонного на-
вантаження системи розбивається на етапи, де навантаження
монотонне. Приступимо до отримання розв’язків мішаної за-
дачі (1.12) – (1.22), (1.96) – (1.99) для кожного етапу окремо.

Початкове (активне) навантаження

 
0,0,0 max 

Q

u
QQQ



 . (1.100)

Розв’язок задачі для даного етапу навантаження отримано
в першому параграфі розділу. Для зручності викладу наведемо
потрібні надалі вирази, зберігаючи попередні позначення

– осьові напруження і мембранні зусилля

 



 


 e
P

R

N
1

2 оо

;

 
 


 


 e

P
2

2
оо

оо

; (1.101)

– осьові деформації заповнювача і оболонки

    















 








 e

E

P

о

оо
оо

оо 1

1211
2

2

1 ; (1.102)
























 










 e

hE

PR

о

оо
о

оооо

о
1

2
11

2
.(1.103)

Із виразів (1.102) , (1.103) отримаємо різницю деформацій
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    










о

оо

оо

о
12

1







 

E

P

     








  e
2

оооо 221 . (1.104)

Введемо позначення

 
    2оооо

ооо

221

1






vvv

vv

v

v







 .

Тепер співвідношення (1.104) буде

     
 




 




 e

E

P 1

оо

оо 1
2

. (1.105)

В кінці етапу     maxQ   . Переміщення поршня на

цьому етапі є лінійною функцією від Q і обчислюється за фо-
рмулою

      















 











 e

E

Pa
1

1

12112

2

1

о

оо
оо

оо

.

Введемо позначення

 оооо

о
1

2 







ERh

a ,

 
 

о

оо

оооо

2
1

11

2

2


















ERh

a .

Тоді осадка приймає остаточний вигляд

    eQ 121 . (1.106)
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Співвідношення (1.106) описує лінійну ділянку діаграми
навантаження (чи петлі конструкційного гістерезису), яка від-
повідає початковому навантаженню.

Розвантаження

0,0max  QQQ  . (1.107)

На початку даного етапу на поверхні контакту викону-
ються умови неодностороннього проковзування. Іншими сло-

вами, проміжок  1,0 розділений на дві області, в яких

швидкість взаємного зміщення  u , а, отже, і дотичні контак-

тні напруження  мають протилежні знаки. Координата точки
розділу областей – шукана.

Запишемо ключові рівняння і одержимо розв’язок задачі
в кожній із областей.

Область   ,0 , де

 
0

Q

u




. (1.108)

Враховуючи нерівності (1.107), (1.108) в законі Кулона
(1.96), маємо

 f . (1.109)

Ключове рівняння контактної задачі у цій області з ура-
хуванням формули (1.109) приводиться до вигляду

о0 1 







 

P
d . (1.110)

Його розв’язок буде






 e

P

о1 
 . (1.111)

Осьові напруження і мембранні зусилля знаходимо підста-
новкою отриманого розв’язку (1.111) у формули (1.39), (1.40)
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 
 


 e

P
2

2
оо

оо




 ;

 




e

P

R

N



 1

2 оо

. (1.112)

Осьова деформація заповнювача з урахуванням виразу
(1.41) буде

    















 








 e

E

P

о

оо
оо

оо 1

1211
2

2

1
. (1.113)

І, нарешті, стрибок деформацій

     
 




 e

E

P 1

оо

оо 1
2





 . (1.114)

Область  1,  , де

 
0

Q

u




. (1.115)

Враховуючи нерівності (1.107) , (1.115) в законі Кулона
(1.96), маємо

 f . (1.116)

Ключове рівняння задачі у цій області одержується під-
становкою модельних співвідношень (1.46), (1.47) в умову од-
ностороннього контакту (1.22). З урахуванням виразу (1.116)
маємо

   

о

оо

1 


 



 


 

RN
d . (1.117)

Його розв’язок запишемо у вигляді

     




 




 e

RN

о

оо

1
. (1.118)
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Враховуючи умови неперервності (1.98), маємо

 




 2

о1



 e

P
. (1.119)

Запишемо осьову деформацію заповнювача

      















  








 2

о

оо
оо

оо 1

1211
2

2

1
e

E

P
.(1.120)

Різниця деформацій у цій області на основі формули
(1.120) буде

      
 




 21

оо

оо 1
2





 e

E

P
. (1.121)

Визначимо приріст стрибка деформацій при переході від
початкового навантаження до розвантаження.

  ,0 ; із виразів(1.104), (1.114) маємо

      







оо

оо
max

2

1




 

vv

vv

E
Q

     ePPePP max
1

max . (1.122)

 1, ; із виразів (1.104) , (1.121) маємо

      







оо

оо
max

2

1




 

vv

vv

E
Q

      ePPePP max
21

max . (1.123)

Тепер, інтегруючи отримані співвідношення, запишемо
приріст стрибка переміщень

             
1

maxmax


  dQQaQuQu . (1.124)
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Підставляючи вирази (1.122), (1.123) у співвідношення
(1.124), отримуємо

  ,0 :

            



 




1

2
max

оо

оо
max PP

vv

vv

E

a
QuQu

        eePeeP max

1

   


   eePPe max

2 ; (1.125)

 1,  :

           



 




1

2
max

оо

оо
max PP

vv

vv

E

a
QuQu

     
 eePPe max

21
. (1.126)

Умова (1.99) в даному випадку набуває вигляду

       0max 


QuQu . (1.127)

Підставляючи   в будь-яке із співвідношень (1.125)
або (1.126) і враховуючи умову (1.127), отримуємо рівняння,
яке пов’язує координату  і зовнішнє навантаження Q

 
    






2

max 1

1

eee

ee

Q

Q







 . (1.128)

Беручи до уваги, що

10  , (1.129)

запишемо цю умову неодностороннього проковзування за до-
помогою рівняння (1.128) в термінах навантажень таким чи-
ном

maxmax QQQs  , (1.130)
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тут       
 ees – характерне значення коефіцієнта

асиметрії циклу навантаження.
Інтегруючи осьові деформації (1.113), (1.120) , одержимо

осадку поршня

    12 )21(
21  eeQ . (1.131)

Співвідношення (1.128), (1.131) у параметровій формі
описують нелінійну ділянку петлі конструкційного демпфу-
вання, яка відповідає розвантаженню в умовах неодносторон-
нього проковзування. Нерівності (1.129), (1.130) є відповідни-
ми еквівалентними умовами монотонності.

Коли параметр  досягне значення 1 (навантаження
відповідно зменшиться до величини maxQsQ  ), на усій пове-

рхні контакту   1,0 будуть виконуватися умови односто-

роннього зворотного проковзування. У цьому разі справедливі
формули (1.108) – (1.114), умова монотонності для односто-
роннього проковзування має вигляд

max0 QsQ  , (1.132)

а переміщення (осадка) поршня знаходиться інтегруванням
осьової деформації (1.113)

    121  eQ . (1.133)

Співвідношення (1.133) описує лінійну ділянку петлі
конструкційного демпфування, яка відповідає розвантаженню
в умовах одностороннього проковзування. Межі застосовності
формули (1.133) встановлює нерівність (1.132).

Повторне навантаження

0,maxmin  QQQQ  . (1.134)

Залежно від величини minQ можливі два варіанти:  ss і

 ss . Розглянемо по черзі кожний із них.

Варіант  ss0 .
У цьому варіанті на початку етапу повторного наванта-

ження виконуються умови неодностороннього проковзування.
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Позначимо шукану координату точки розділу областей з про-
тилежними знаками дотичних контактних напружень через 
і запишемо розв’язок задачі в кожній із областей.

  ,0 ; тут

 
0





Q

u
. (1.135)

Враховуючи нерівності (1.134), (1.135) у законі (1.96),
маємо

 f .

Ключове рівняння задачі у цій області буде










0 о1 v

vP
d .

Його розв’язок має вигляд




 


 e

v

vP

о1
, (1.136)

а осьові напруження, мембранні зусилля і деформації визна-
чаються за формулами (1.101) – (1.105).

 1,  ; тут

 
0





Q

u
. (1.137)

Враховуючи нерівності (1.134), (1.137) у законі сухого
тертя (1.96), маємо

 f . (1.138)

Ключове рівняння задачі у цій області буде

   

о

оо

1 


 



 


 

v

RNvv
d ,

а його розв’язок має вигляд
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     




 




 e

v

RNvv

о

оо

1
. (1.139)

Враховуючи умови неперервності (1.98), підставимо ви-
рази (1.101) в результат (1.139), маємо

 


 2

о1



 e

v

vP
. (1.140)

Запишемо осьову деформацію заповнювача





оо2
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

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P

      








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vv . (1.141)

Різниця деформацій в цій області буде

      
 




 21

оо

оо 1
2





 e

vv

vv

E

P
. (1.142)

Визначимо приріст розриву деформації при переході від
розвантаження до повторного навантаження для варіанту

 ss0 .
  ,0 ; використовуючи вирази (1.114) при minQQ  і

(1.105), маємо

      minQеQе 

    



ePPePP

vv

vv

E
min

1
min

оо

оо

2

1





  . (1.143)

 1,  ; використовуючи вирази (1.114) при minQQ  і
(1.142), маємо
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    ePPePP min
21

min   . (1.144)

Тепер, інтегруючи отримані співвідношення, запишемо
приріст стрибка переміщень:

  ,0 ;

           



 




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QuQu

         eePeeP min
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    eePРe  
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2 ; (1.145)

 1,  ;

           



 




1

2
min

оо

оо
min PP

vv

vv

E

a
QuQu

      eePPe  

min
21 . (1.146)

Умова (1.99) в даному випадку набуває вигляду

       0min 


QuQu . (1.147)

Підставляючи   в будь-який з виразів (1.145) або
(1.146) і враховуючи умови (1.147), отримаємо рівняння, яке
пов’язує координату  і зовнішнє навантаження Q

 
    






2min

1

1





eee

ee
QQ . (1.148)
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Беручи до уваги, що

,10   (1.149)

запишемо цю умову неодностороннього проковзування за до-
помогою виразу (1.148) так:

*minmin sQQQ  . (1.150)

І, нарешті, інтегруючи осьові напруження і деформації
(1.102), (1.141) , отримаємо переміщення поршня

     21
21 21   eeQ . (1.151)

Співвідношення (1.148), (1.151) в параметровій формі
описують нелінійну гілку комбінованої ділянки петлі конс-
трукційного гестерезису, яка відповідає повторному наванта-
женню в умовах неодносторонього проковзування для варіан-
ту  ss0 . Нерівності (1.149), (1.150) є відповідними еквіва-
лентними умовам монотонності.

Коли параметр  досягне значення  =1 (навантаження
відповідно зросте до величини  sQQ min ), на усій поверхні

контакту (  1,0 ) будуть виконуватися умови односторон-

нього проковзування. У цьому випадку справедливі формули
(1.101) – (1.105), умова монотонності для одностороннього
проковзування має вигляд

maxmin QQsQ  , (1.152)

а осадка поршня визначається співвідношенням (1.106), яке в
даному випадку описує лінійну гілку комбінованої ділянки
(вихід на пряму активного навантаження) петлі конструкцій-
ного демпфування. Ця гілка відповідає повторному наванта-
женню в умовах одностороннього проковзування для варіанта

*0 ss  . Межі застосовності формули (1.106) у цьому випад-
ку встановлює нерівність (1.152).

Варіант 1 ss .
Цей випадок складніший для аналізу, ніж розглянутий

попередньо. Справа в тому, що на поверхні контакту в даному
випадку присутні три області. Відмінність між ними полягає у
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тому, що в кожних двох сусідніх областях дотичні контактні
напруження мають протилежні знаки.

Зразу зазначимо, що кількість таких областей при дові-
льній кількості циклів навантаження з довільною амплітудою
може бути будь-якою і залежати виключно від історії наван-
таження. Подана методика дає змогу за відомою історією на-
вантаження описати поведінку системи в процесі роботи і
оцінити кількість розсіяної енергії.

За аналогією з попередніми варіантами позначимо шу-
кані координати розділу областей з протилежними знаками
дотичних контактних напружень через  і  і запишемо
розв’язок задачі у кожній із областей.

 ,0[ ); у цій області нормальні контактні напруження
мають вигляд (1.136), а осьові напруження, мембранні зусилля
та деформації представляються формулами (1.101) – (1.105).

),(   ; тут нормальні контактні напруження мають
вигляд (1.140), а осьова деформація заповнювача і скачок де-
формацій описуються формулами (1.141), (1.142).

]1,(  ; нормальні контактні напруження у цій області
мають вигляд (1.118). Дана формула на відміну від уже гото-
вих співвідношень для попередніх областей потребує розши-
фрування за допомогою умов неперервності осьових напру-
жень (1.98). Спочатку нагадаємо

    



  dl2 ,

    



  daNN , (1.153)

де  – контактні дотичні напруження в області ),(   , об-
числювані підстановкою нормальних контактних напружень
(1.140) в закон Кулона (1.138). Тепер, використовуючи умови
неперервності (1.98), підставимо вирази (1.101) в рівності
(1.153), а відтак знайдені співвідношення – у формулу (1.128),
у результаті одержуємо шуканий вираз для нормальних конта-
ктних напружень в області ]1,( 
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Осьова деформація заповнювача буде:
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Розрив деформації має такий вигляд:

       
 


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P
. (1.156)

Запишемо приріст розриву деформацій при переході від
розвантаження до повторного навантаження для варіанту

1 ss .
),0[   ; тут шуканий приріст визначається формулою

(1.143).
),(   ; у цій області для приросту стрибка деформа-

цій маємо вираз (1.144).
)1,(  ; використовуючи стрибки (1.114) при m  і

(1.121) при m  для minQQ  , а також формулу (1.156),
приходимо до співвідношення

         
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,

,
2min

21 . (1.157)

Тут m – значення параметра  , яке визначається із рів-

няння (1.128) при minQQ  , або, іншими словами, координата
точки розмежування областей з протилежними знаками доти-
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чних контактних напружень, що відповідає закінченню попе-
реднього етапу навантаження (розвантаження) і, що одне й те
ж, початку розглядуваного етапу (повторного навантаження).
Встановлено, що на даному етапі значення m однозначно на-
лежить інтервалу ( ,1].

Тепер, інтегруючи співвідношення (1.143), (1.144),
(1.157), одержимо приріст стрибка переміщень.

  ,0 ;
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min . (1.160)

Запишемо умови типу (1.99) у кожній із точок розмежу-
вання областей

       0min 


QuQu , (1.161)

       0min 


QuQu . (1.162)

Підставимо   у один з виразів (1.158) або (1.159) і
врахуємо умову (1.161), одержимо перше рівняння, що
пов’язує параметри  і  із зовнішнім навантаженням Q
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Для одержання другого рівняння використаємо співвід-
ношення (1.159) або (1.160) , а також (1.162), маємо

   
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. (1.164)

І, нарешті, інтегруючи осьові деформації (1.102), (1.141),
(1.155), одержимо осадку поршня

          212
21 221 eeeQ . (1.165)

Отож, розв’язок мішаної задачі (1.12) – (1.22), (1.96) –
(1.99) отриманий. Тепер можна для довільного (s [0,1]) цик-
лу навантаження побудувати петлю конструкційного демпфу-
вання (діаграму циклічного навантаження). Її характерний ви-
гляд схематично зображений на рис. 1.11.
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Рисунок 1.11

Для зручності аналізу результатів доцільно зібрати разом
вирази, які описують цикл навантаження за етапами і діаграму
навантаження за ділянками.

1. Активне (початкове) навантаження – лінійна ділянка OA
)0,0( max  QQQ  ;

     eQ 121 . (1.166)

2. Розвантаження  0,0max  QQQ  :

а) нелінійна ділянка ABC  maxmax QsQQ 

 
    
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QQ
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
 ;
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     12 21
21  eeQ , 10  ; (1.167)

б) лінійна ділянка CO  0max  QQs

    121  eQ . (1.168)

3. Повторне навантаження  0,maxmin  QQQQ  :

а) комбінована ділянка DEA   ss0 :

– нелінійна гілка DE   sQQQ maxmin

 
    
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eee

ee
QQ ; (1.169)

    10,21( 21
21     eeQ ;

– лінійна гілка EA (вихід на пряму активного наванта-
ження)  maxmin QQsQ 

    eQ 121 ; (1.170)

б) нелінійна ділянка BA  1 ss :

   
      







eeeeee

eeeee
QQ

mmm










22

2

min
1

1
;

   
    















eee

eeeee
QQ

mmm

2

2

min
1

1
;

          212
21 221 eeeQ ;

m 0 . (1.171)

Зауважимо, що у формулах (1.166), (1.168), (1.170) ре-
зультат записаний у явному вигляді. Рівняння (1.167), (1.169) є
однопараметровим зображенням кривих, причому  , – мо-
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нотонно зростаючі координати нулів швидкості взаємного
проковзування на поверхні контакту, що відіграють роль вну-
трішнього часу. У формулах (1.171) результат поданий у дво-
параметровій формі. Тут  – незалежний монотонно зростаю-
чий параметр,  m , – корінь трансцендентного рів-
няння, яке отримується виключенням Q із перших двох спів-
відношень (1.171).

Як і в попередніх розділах, достатнє для інженерної
практики наближення розв’язку розглянутої задачі можна
одержати, прийнявши у формулах (1.166) – (1.171)

,12/1,10  v що справедливо для податливих на зсув
слабостисливих заповнювачів. Така асимптотика дає змогу
позбавитися від параметричного запису результатів (1.167),
(1.169), (1.171) і з точністю до  O ,  vO 21 одержати в яв-
ному вигляді вирази )(Q на всіх етапах навантаження

   maxо21 0,1 о QQeBBQІ     ;
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 (1.172)

Тут індекси I, II, III відповідають активному наванта-
женню, розвантаженню і повторному навантаженню;

 
R

a
fv

ERh

a
B

ERh

av
B 2;23; ооо

оо

2

оо

о
1  


. (1.173)
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Величину розсіяної за цикл енергії визначаємо як площу
петлі конструкційного демпфування шляхом інтегрування
співвідношень (1.172). У результаті маємо
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(1.174)

На рис. 1.12 наведена характерна залежність величини
приведеної розсіяної енергії А 

~
від коефіцієнта асимет-

рії циклу;   22
max21 QBBA  – енергія пружного деформуван-

ня консервативної системи.

Рисунок 1.12

Підсумуємо викладене. У даному параграфі поставлена і
розв’язана задача, що складається, по суті, із ряду мішаних
контактних задач, розв’язок кожної з яких, отриманий окремо,
описує конкретну ділянку діаграми деформування неконсер-
вативної системи циліндрична оболонка – деформівний запо-
внювач. Проведено асимптотичний аналіз результатів, визна-
чено величину розсіяної за цикл енергії.
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РОЗДІЛ 2

ФРИКЦІЙНИЙ КОНТАКТ КОАКСІАЛЬНИХ
ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНОК З ПРУЖНИМ

ЗАПОВНЮВАЧЕМ

2.1 Постановка і розв’язання мішаної
контактної задачі

Розглянемо складнішу, ніж в
попередньому розділі, оболонкову
систему з деформівним заповнюва-
чем (рис. 2.1). Необхідність поста-
новки і розв’язання контактної за-
дачі для цієї системи продиктована
доволі значною поширеністю конс-
трукцій подібного типу у багатьох
засобах віброзахисту (в бурінні, на
транспорті і т.д.).

В силу симетрії конструкції
відносно площини, рівновіддаленої
від поршнів, розглянемо половину
вихідної системи, зображену на рис.
2.2. Маємо пружний порожнистий
циліндр зовнішнього 1R і внутріш-
нього 2R радіусів і довжини a ,
який заповнює простір між коаксіа-
льно встановленими зовнішньою
(радіуса 1R і товщини 1h ) і внутрі-
шньою (радіуса 2R і товщини 2h )
тонкими оболонками. На один із
торців циліндра через абсолютно
жорсткий гладкий поршень переда-
ється зовнішнє навантаження Q ;

Рисунок 2.1
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другий торець циліндра разом із оболонками гладко впираєть-
ся в жорстку перепону. Заповнювач і оболонки взаємодіють із
сухим тертям.

Дослідження проводимо у вказаних на рис. 2.2 цилінд-
ричних координатах. Модель заповнювача будуємо, викорис-
товуючи результати (1.3), (1.5), (1.6) операторного методу.
Аналогічно крайовим умовам (1.7) для суцільного циліндра
запишемо крайові умови в напруженнях для порожнистого
нескінченного циліндра

,iRrr
i

 


2,1, 


iфф iRrrz
i

. (2.1)

Тут ii  , – задані на поверхнях iRr  нормальні і доти-
чні напруження.

Рисунок 2.2

Розкладаючи у формулах (1.3), (1.5), (1.6) циліндричні
функції в ряд Маклорена, відкидаючи члени порядку )( prO і
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враховуючи умови (2.1), отримуємо модельні співвідношення
для заповнювача:

переміщення
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Зазначимо, що співвідношення для суцільного циліндра
(1.9) – (1.11), використані в першому розділі, отримуються із
формул (2.2) – (2.4) у частковому випадку 02 R .

Модельні співвідношення для порожнистого циліндра,
аналогічні вже отриманим вище за допомогою операторного
методу, можна записати зразу, вважаючи що в кожному попе-
речному ( constz ) перерізі заповнювача переміщення визна-
чаються як суперпозиція розв’язків задачі Ламе про радіаль-
ний стиск порожнистого циліндра і задачі про осьовий стиск
стержня при дії дотичних напружень на циліндричних повер-
хнях. Маємо
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Рівняння рівноваги заповнювача має вигляд
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Запишемо співвідношення (2.5) на поверхнях iRr  ,
продиференціюємо (2.6) по z і усереднимо рівняння рівнова-
ги (2.7) по поперечному перерізу за допомогою оператора
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одержимо необхідні початкові співвідношення для заповнювача,
записані у зручному для подальшого дослідження вигляді
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Тут   iwaz ;1,0 – радіальні переміщення на пове-

рхнях 2,1,  iRr i ; решта позначень відповідає прийнятим
попередньо.

Пружну рівновагу оболонок описуємо співвідношеннями
безмоментної теорії:

рівняння рівноваги

 

  ;01  i

i
і

a
d

dN



 (2.12)

    ii

iі RN  1 ; (2.13)
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фізичні співвідношення (закон Гука)

      ііі N
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i
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 
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; (2.14)

 
 

     2,1,
1
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w
е іі

і
і

 . (2.15)

Тут:    іі NN  , – мембраннi зусилля;  і
i wu , – осьовi та

радiальнi перемiщення оболонок; iiE , – пружні характерис-

тики їх матеріалів; ii  , – нормальні і дотичні контактні на-
пруження, задані на внутрішній поверхні першої і на зовніш-
ній поверхні другої оболонок.

На торцях заповнювача і оболонок виконуються умови

      00,
)(

0
2
2
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


 іN
RR

Q
P 


 ; (2.16)

    2,1,01,01  iuu i , (2.17)

де u – осьове переміщення заповнювача.
Фрикційну взаємодію оболонок і заповнювача описуємо

співвідношеннями одностороннього контакту
   1,0,2,1,0,   iww i
і . (2.18)

і законом сухого тертя, записаним у такій формі:
область проковзування на обидвох поверхнях контакту

   kiii

j

i jijiuuf  ,0,,2,1,,,1  ; (2.19)

область проковзування-зчеплення (проковзування на од-
ній контактуючій поверхні, зчеплення – на другій)

  ,1,,, mm

k

mkkkmk ffuuuu  

mk  ,  mk  , ; (2.20)

область зчеплення на обидвох поверхнях контакту
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 1,,2,1,, miiii ifuu   . (2.21)

Тут: if – коефіцієнти тертя на поверхнях iRr  ; k – ко-

ордината кінця області загального проковзування; m – коор-
дината початку області загального зчеплення. Координати то-
чок будемо знаходити, задовольняючи умови неперервності
осьових напружень. Позначимо для зручності

   
 

2,1,;3  s
R

N

s

s

s 
  . (2.22)

Умови неперервності в цих позначеннях будуть

      3,1,00  sk
s

k
s  ; (2.23)

      3,1,00  sm
s

m
s  . (2.24)

Записаний у формі (2.19) – (2.21) закон сухого тертя по-
требує деяких пояснень. Індекс k тут може приймати значен-
ня 1 або 2 (індекс m відповідно значення 2 або 1) залежно від
того, на якій із контактуючих поверхонь швидше досягається
початок області зчеплення. Наприклад, якщо 1k , то 2m , і
в області проковзування – зчеплення цей варіант буде означа-
ти зчеплення на зовнішній поверхні заповнювача і проковзу-
вання на внутрішній. Якщо, навпаки, 2,1  km , то маємо
другий варіант: зчеплення на внутрішній поверхні заповнюва-
ча і проковзування на зовнішній. Критерій для вибору варіан-
та в явному вигляді безпосередньо в процесі розв’язування за-
дачі отримати не вдалося. Знаходження координат точок

mk  , розділу областей пов’язане з умовами (2.23), (2.24) не-
перервності осьових напружень, що приводить до числового
пошуку коренів трансцендентних рівнянь. Отже, і критерій
вибору варіанта буде отриманий в результаті розв’язування
трансцендентних рівнянь.

Проінтегруємо рівняння рівноваги заповнювача (2.11) і
оболонок (2.12). З урахуванням крайових умов (2.16) маємо
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     
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 
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,2,1,,1 jijidaN i

jі . (2.26)

Підставляючи вирази для мембранних зусиль (2.13),
(2.26) в закон Гука (2.14), (2.15), отримуємо осьові деформації
і радіальні переміщення оболонок через невідомі напруження
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Підставляючи вираз (2.25) для осьових напружень запо-
внювача в формулу (2.10), отримуємо осьові деформації запо-
внювача
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Введемо позначення деяких безрозмірних величин
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 (2.30)

    i

i

i енч  11 , 2,1i .

Підставляючи вирази для радіальних переміщень запов-
нювача (2.8), (2.9) і оболонок (2.28) в умови одностороннього
контакту (2.18), з урахуванням позначень (2.30) отримуємо
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     



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   1,0,,2,1,,01   jijiP
j

. (2.31)

Тепер перейдемо до запису ключових рівнянь і отри-
мання розв’язків контактної задачі окремо в кожній області.

Область проковзування на обидвох поверхнях кон-

такту  k, 0 . Беручи до уваги закон Кулона (2.19), із рі-
внянь (2.31) отримуємо

      



0

222 1222 drlfrr i
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jjj   ,2,1,,0112
0

2


 . (2.32)

Продиференціюємо рівняння (2.32) і приведемо отрима-
ну систему звичайних диференціальних рівнянь до нормаль-
ного вигляду

 
n

nin
i nia

d

d
2,1,;




. (2.33)

Крайові умови для системи (2.33) отримаємо, покладаю-
чи у рівнянні (2.32)   0

    jijiPjj

i  ;2,1,;10
о


 . (2.34)

У формулах (2.33), (2.34) введені позначення

1
2

22
2

121о 22  rr  ; (2.35)

     о
22 221  mnmnmmmmm

n

mm rrlfa  ;

    mnmnlfra mmmmmm
n

nm  ;2,1,;21 о
2  .

Розв’язок задачі (2.33), (2.34) має такий вигляд:
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
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i
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Тут введені позначення
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ij – символ Кронекера; nminm  ;2,1,, .

Напружено-деформований стан системи в області про-
ковзування визначається підстановкою знайдених контактних
напружень у вихідні співвідношення. Для радіальних перемі-
щень і осьових деформацій на основі формул (2.27) – (2.29)
маємо
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jinji  ;2,1,, . (2.40)

Осьові напруження в заповнювачі і осьові мембранні зу-
силля в оболонках будуть
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Використовуючи позначення (2.22), запишемо осьові
напруження (2.41) в кінці області проковзування
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Область проковзування-зчеплення  mk  , .
Як уже зазначалось в коментарях до форми запису зако-

ну сухого тертя, можливі два варіанти граничних умов у цій
області. Для того, щоб уникнути зайвої громіздкості, дослі-
дження проводимо відразу для обидвох варіантів.

Співвідношення (2.25), (2.26) для осьових напружень і
зусиль в розглядуваній області мають вигляд
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Умови одностороннього контакту (2.18) з урахуванням
закону тертя (2.20) і співвідношень (2.44) будуть
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Оскільки на торці системи, який гладко впирається в
жорстку перепону, виконуються умови (2.17), то у формулю-
ваннях закону тертя (2.20) умови рівності осьових переміщень
можна замінити умовами сумісності осьових деформацій. У
даному разі маємо

   mk
k   ,,  . (2.46)

Осьові деформації в розглядуваній області отримаємо,
підставляючи співвідношення для осьових напружень і зусиль
(2.44) у вихідні формули (2.10), (2.14)
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Підставляючи отримані вирази (2.47) в умову (2.46), з
урахуванням прийнятих позначень маємо

   mmkkkk rr  22 22

     









kk

dfrldrl mm

k

mmkkkk 122 22

        mkRN kk
k

kk

m
 ,1   . (2.48)
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Таким чином, отримана система трьох ключових рівнянь
– два рівняння (2.45) і одне (2.48) (залежно від варіанта k –
фіксоване число).

Виключимо з двох рівнянь (2.45) з допомогою формул
(2.48) невідому величину







k

dk ,

продиференціюємо знайдені співвідношення і зведемо отри-
ману систему звичайних диференціальних рівнянь до норма-
льного вигляду
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Тут введено позначення
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Крайові умови для системи диференціальних рівнянь
(2.49) отримаємо підстановкою в рівняння (2.45), (2.48) k 
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Розв’язок рівняння (2.51) буде
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Невідомі контактні напруження знаходимо із системи
(2.49) з урахуванням крайових умов (2.53):
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Тут позначено:
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Для визначення невідомої координати k підставимо
співвідношення (2.53) в невикористану крайову умову (2.52), з
урахуванням позначення (2.22) отримаємо
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де:
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Тепер використаємо умову неперервності осьових на-
пружень в точці k . З урахуванням виразів (2.23) підставимо
формулу (2.42) в співвідношення (2.56). Маємо трансцендент-
не рівняння відносно невідомої k
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яке розв’язується лише числово.
Отриманий розв’язок контактної задачі в області проковзу-

вання-зчеплення дає можливість визначити всі характеристики
напружено-деформованого стану системи при  mk  , . За-
пишемо спочатку необхідні інтеграли. Ураховуючи закон Кулона
(2.20) та інтегруючи контактні напруження (2.54), маємо

       k
n

k
mnm

k

mm

k

m Cfdfd
kk










11

 
mknл

бт
e k

n
k

k
n 











 ;2,1;1


. (2.59)

З рівняння (2.48) підстановкою розв’язку (2.54) і форму-
ли (2.59) отримаємо
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Формули (2.44), за якими визначаються осьові напру-
ження і мембранні зусилля в даній області, запишемо у формі:
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Згадаємо позначення (2.22) і запишемо осьові напружен-
ня в області проковзування-зчеплення
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Радіальні переміщення і осьові деформації оболонок у
досліджуваній області подаються виразами
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Осьова деформація заповнювача має такий вигляд:
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Область зчеплення на обидвох поверхнях контакту
]1,( m  . Співвідношення (2.25), (2.26) для осьових напру-

жень і зусиль у цій області мають вигляд:
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Співвідношення одностороннього контакту (2.18) з ура-
хуванням виразів (2.67) будуть
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Нагадаємо, що крайові умови (2.17) дозволяють у фор-
мулах (2.20) умови рівності осьових переміщень замінити
умовами сумісності осьових деформацій. В даному випадку
маємо
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i i    . (2.69)

Осьові деформації в розглядуваній області одержимо,
підставляючи співвідношення для осьових напружень і зусиль
(2.67) у вихідні формули (2.10), (2.14)
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Підставляючи отримані вирази (2.70) в умови (2.69), з
урахуванням прийнятих позначень маємо
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Таким чином, отримана система чотирьох ключових рів-
нянь (2.68), (2.71). Права частина отриманої системи рівнянь
не залежить від  , тобто (2.68), (2.71) – система лінійних ал-
гебраїчних рівнянь відносно чотирьох невідомих констант

 





m

idl iii 2,1;, . Нагадаємо, що співвідношення вигляду
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dтфl ii const

призводять до особливостей типу  - функції у виразах для i ,

а тому і до розриву осьових напружень  і зусиль  iN , які в

даному конкретному випадку зобов’язані бути неперервними.
Тому необхідно прийняти

 
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звідки випливає

   1,;2,1;0 mi i   ,

і система рівнянь (2.68), (2.71) набуває вигляду
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Знайдемо із рівняння (2.72) контактні напруження
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і підставимо їх в рівняння (2.73), з урахуванням позначень
(2.22), (2.57) отримаємо
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Маємо дві умови, з яких одна )( ki  виконується авто-
матично, оскільки вона відповідає рівнянню (2.56), котре вже
використане в аналізі області проковзування-зчеплення при
виводі трансцендентного рівняння (2.58) для визначення неві-
домої k . Таким чином, для визначення невідомої m маємо
одне з двох рівнянь (2.75) для mi 

   



3

1

0
s

m
s

ms буd . (2.76)

Використовуючи умови (2.24) неперервності осьових
напружень в точці m , із виразів (2.62) отримуємо
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Підставляючи (2.77) в (2.76), маємо
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Звідси за умови, що координата k уже відома (знайдена
чисельно з трансцендентного рівняння (2.58)), можна вираху-
вати величину m , причому якщо варіант в зоні проковзуван-
ня-зчеплення вже вибрано, тобто індекси mk , мають конкре-
тні значення, то координата початку зони зчеплення m зна-
ходиться аналітично.

Контактні нормальні напруження при відомій m можна
отримати підстановкою осьових напружень (2.77) у формули
(2.74). Маючи контактні напруження, із вихідних формул лег-
ко визначити всі характеристики напружено-деформованого

стану системи в області  1,m  . З іншого боку, враховуючи
сталість усіх напружень і деформацій в області зчеплення і
беручи до уваги умову неперевності осьових напружень для
цілої області контакту  1,0 всі компоненти напружено-
деформованого стану можна отримати з формул (2.64) –
(2.66), записаних для області проковзування-зчеплення, якщо
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покласти в них m  . Враховуючи об’ємність цих формул і
очевидність результату, тут відтворювати їх не будемо.

Таким чином, в даному параграфі отримано розв’язок
змішаної контактної задачі про фрикційну взаємодію коаксіа-
льних безмоментних оболонок з деформівним заповнювачем.
Визначено контактні напруження – формули (2.36), (2.54),
(2.74), з використанням яких отримано основні характеристи-
ки напружено-деформованого стану системи – вирази (2.39) –
(2.49), (2.62) – (2.66). Тепер, маючи ці результати, можна при-
ступити до формулювання критерію вибору варіанта гранич-
них умов на контактуючих поверхнях в області проковзуван-
ня-зчеплення.

Як видно з отриманих результатів, контактні напружен-
ня i , а, значить, і колові мембранні зусилля )(iN неперервні

вздовж всієї області контакту. Враховуючи умови (2.23), (2.24)
неперервності осьових напружень, неперервність контактних
напружень і мембранних зусиль, із формул (2.10), (2.14) мож-
на зробити висновок про неперервність осьових деформацій

при  1,0 . Конкретно для точки k маємо

         00;00  k
i

k
i

kk   .

Таким чином, координату точки розділу зон проковзування

  k ,0 і проковзування-зчеплення   mk  , можна

знайти з розв’язку задачі для області проковзування – формули
(2.39), (2.40). Для цього достатньо прирівняти осьові дефор-
мації заповнювача (2.40) до осьових деформацій кожної обо-
лонки окремо. Отримаємо два трансцендентних рівняння від-
носно ,2,1, kk кожне з яких в силу монотонності осьових
деформацій оболонок і заповнювача має єдиний, причому до-
датний, корінь. Ці рівняння будуть
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У результаті розв’язування цих рівнянь отримуємо дві
величини – 1 і 2 , причому більша з них нас не цікавить,
оскільки знайдена з некоректної умови. Дійсно, якщо на одній
із оболонок уже досягнута точка k , тобто виконано умови

ідеального контакту, то координату m точки початку області
зчеплення на другій оболонці потрібно шукати з розв’язку за-
дачі для області проковзування-зчеплення. Беручи до уваги
умови неперервності осьових деформацій

         00;00  m
i

m
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mm   ,

підставляючи у формули (2.65), (2.66) m  і вже знайдене

k та прирівнюючи отримані співвідношення, будемо мати

трансцендентне рівняння на невідому координату m .
Розв’язок цього рівняння при відомому номері варіанта зна-
ходиться аналітично.

Тепер, нарешті, сформулюємо шуканий критерій. Номер
варіанта (або значення індексу k ) відповідає значенню індек-
су меншого з коренів трансцендентних рівнянь (2.79), (2.80).

Підсумовуючи викладене, зазначимо, що деяка громізд-
кість отриманих результатів не дає можливості явно проаналі-
зувати вплив основних параметрів складових елементів сис-
теми на міцність і жорсткість конструкції загалом. Враховую-
чи необхідність застосування комп’ютера, всі формули запи-
сані в зручній для програмування формі.
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Одним із головних завдань даного розділу є визначення
напружено-деформованого стану системи коаксіальні оболон-
ки – деформівний заповнювач. Ця мета, взагалі вже досягнута.
Однак податливість системи доцільніше визначати з викорис-
танням більш простих формул, ніж отримані вище. Беручи та-
кож до уваги, що конструкційне розсіювання енергії присутнє
лише в області проковзування складових елементів конструк-
ції, при аналізі демпфуючої здатності системи немає сенсу
розв’язувати настільки громіздку мішану задачу. Достатньо
обмежитися розв’язком задачі для випадку, коли область пов-
ного проковзування збігається з областю контакту, тобто

2,1,1  ii – зони зчеплення на обидвох контактних поверх-
нях не досягаються.

Тепер нагадаємо важливий висновок, зроблений в параг-
рафі 1.1: задачу визначення міцності і податливості складної
системи, до якої входять пружні оболонки і деформівний ни-
зькомодульний слабостисливий заповнювач, можна розділити
на відповідне кількості частин число спрощених задач. При-
чому податливість системи визначається у цьому випадку як
сума податливостей складових частин, а напруження в кожній
частині визначаються окремо.

Використовуючи сформульований принцип, розглядувану
задачу для випадку низькомодульного слабостисливого запов-
нювача можна розділити на дві більш прості: 1) деформівний
заповнювач у жорсткій обоймі з двох коаксіальних оболонок; 2)
пружні коаксіальні оболонки, розділені низькомодульним не-
стисливим заповнювачем. Розглянемо по черзі кожну з них.

Деформівний заповнювач у жорсткій обоймі. Вихідні
співвідношення цієї задачі отримаємо, приймаючи у формулах
(2.30), (2.31) 0i (або 2,1,  iEi ) – умова жорсткості
обойми. Після деяких перетворень знаходимо, що контактні
нормальні напруження на зовнішній і внутрішній циліндрич-
них поверхнях заповнювача рівні між собою (   21 ), а
система ключових рівнянь (2.33) з крайовими умовами (2.34)
зводиться до одного диференціального рівняння
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(2.81)
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з крайовою умовою
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У рівнянні (2.81) введено позначення
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Розв’язок рівняння (2.81) з урахуванням крайової умови
(2.82) буде
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Дотичні контактні напруження визначимо підстановкою но-
рмального контактного напруження (2.83) в закон Кулона (2.19)
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Підставляючи знайдені контактні напруження (2.83),
(2.84) у вихідні модельні співвідношення (2.10), (2.25), отри-
муємо осьові напруження і деформації заповнювача
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Введемо позначення 121  нг і зробимо у формулах
(2.85) граничний перехід 21н із збереженням члена г , ос-
таточно для слабостисливого заповнювача в жорсткій обоймі
маємо
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Як видно із формули (2.86), осьова деформація заповню-
вача тут залежить виключно від його пружних констант.
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Осьове переміщення перерізів заповнювача одержимо,
інтегруючи осьову деформацію із формул (2.86) таким чином:
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Зокрема, при 0 із співвідношення (2.87) отримуємо
формулу для осьового переміщення (осадки) поршня, який
стискає заданим тиском P деформівний заповнювач в жорст-
кій обоймі
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Пружні коаксіальні оболонки, розділені низькомоду-
льним нестисливим заповнювачем. Вихідні співвідношення
цієї задачі отримаємо, приймаючи у формулах (2.30), (2.31)

0i (це означає, що модуль зсуву G заповнювача дуже ма-
лий порівнянно з модулями зсуву оболонок), а також 5,0
(заповнювач нестисливий). За аналогією із співвідношеннями
(2.81), (2.82) отримуємо диференціальне рівняння
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з крайовою умовою

  Pу 0 . (2.90)

Розв’язуючи рівняння (2.89) з урахуванням умови (2.90),
а також беручи до уваги закон Кулона (2.19), запишемо нор-
мальні і дотичні контактні напруження
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Осьові деформації і радіальні переміщення оболонок
знайдемо підстановкою розв’язку (2.91) у формули (2.26), (2.28)
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Головні напруження в оболонках будемо обчислювати за
формулами
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Підставляючи сюди контактні напруження (2.91), отри-
муємо
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Для визначення осьової деформації заповнювача вико-
ристаємо рівняння нестисливості
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Підставляючи сюди радіальні переміщення із формул
(2.92), маємо
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Як видно із рівняння (2.95), осьова деформація заповню-
вача тут залежить лише від прогинів оболонок. Іншими сло-
вами, оболонки, що деформуються, дозволяють деформувати-
ся і заповнювачу.
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Осьові переміщення перерізів заповнювача отримаємо,
інтегруючи вираз (2.96),
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Зокрема, при 0 із (2.97) отримуємо формулу для оса-
дки поршня, який деформує через низькомодульний нестис-
ливий заповнювач пружні коаксіальні оболонки,
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Тепер, маючи розв’язки двох формально незалежних за-
дач, можна перейти до визначення податливості системи зага-
лом. Запишемо повну податливість пружного елемента буро-
вого амортизатора
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Підставимо у формулу (2.99) вирази для осадок (2.88),
(2.98), остаточно одержуємо
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Отриманий вираз доволі громіздкий, але, тим не менше,
дає достатню можливість проаналізувати вплив пружних і
геометричних характеристик оболонок і заповнювача на пода-
тливість системи. Слід також відзначити, що і формули (2.86) –
(2.88), (2.92) – (2.94) дають достатнє уявлення про залежність
напружено-деформованого стану оболонок і заповнювача від
фізико-механічних параметрів системи.

Таким чином, мета даного параграфа досягнута. Отри-
мані прості аналітичні вирази, які описують напружено-
деформований стан системи коаксіальні циліндричні оболон-
ки – деформівний заповнювач. Використаний в цьому параг-
рафі асимптотичний спосіб дасть змогу ефективно проаналізу-
вати конструкційне розсіяння енергії в досліджуваній системі.

2.2 Конструкційне демпфування в системі
коаксіальних циліндричних оболонок,

розділених заповнювачем

Розрахунок напружено-деформованого стану і податли-
вості системи коаксіальні циліндричні оболонки – деформів-
ний заповнювач, наведений у параграфі 2.1, пов’язаний із зна-
чними труднощами, які полягають у громіздкості як постано-
вки, так і розв’язання задачі уже на етапі початкового (актив-
ного) навантаження. Тому розв’язок задачі для випадку низ-
комодульного слабостисливого заповнювача отриманий асим-
птотичним способом, сформульованим і вже використаним ще
в параграфах 1.1, 1.3 першого розділу. Застосований вже на
етапі постановки задачі цей асимптотичний спосіб виявив по-
вну ідентичність структури ключових диференціальних рів-
нянь і крайових умов задачі про стиснення деформівного за-
повнювача в циліндричній оболонці (параграф 1.1, співвідно-
шення (1.34), (1.35)) і задачі про стиснення низкомодульного
слабостисливого заповнювача між циліндричними коаксіаль-
ними оболонками (параграф 2.1, співвідношення (2.81), (2.82)
і (2.89), (2.90)). Відрізняються лише коефіцієнти диференціа-
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льних рівнянь і тиски під поршнями в крайових умовах. Тепер
логічно порівняти і результати розв’язання досліджуваних
крайових задач. Оскільки в даному розділі нас цікавить ви-
ключно залежність осадки від зовнішнього навантаження, за-
пишемо, користуючись формулами (2.88), (2.98), осадку сис-
теми коаксіальні оболонки – деформівний заповнювач

])1([ 3
3

21 /лeAAQд
л

k


 . (2.101)

Тут введені позначення:
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Нагадаємо, що
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Тепер, порівнюючи перше із співвідношень (1.172) з ви-
разом (2.101), приходимо до висновку про абсолютну схо-
жість їх структури. Більш того, із виразу (2.101) для осадки

k , а також позначень (2.102), покладаючи в них 02 R , мож-
на безпосередньо отримати перший із виразів (1.172), а також
позначення (1.173).

Таким чином, проведено порівняльний аналіз поведінки
систем циліндрична оболонка – деформівний заповнювач і коа-
ксіальні циліндричні оболонки – деформівний заповнювач між
ними на етапі початкового навантаження. Виявлено повну якіс-
ну відповідність між постановками і розв’язками контактних
задач. Подальший квазістатичний аналіз поведінки розглядува-
них систем при немонотонному навантаженні підтвердив схо-
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жість постановок і розв’язків мішаних контактних задач на всіх
етапах навантаження і розвантаження. Діаграми навантаження
в обидвох випадках описуються якісно ідентично, з точністю до
сталих коефіцієнтів. Таким чином, тут немає необхідності від-
творювати весь довгий процес розв’язання, детально проведе-
ного в параграфі 1.3. Для опису діаграми деформування систе-
ми коаксіальні циліндричні оболонки – деформівний заповню-
вач достатньо скористатися структурою співвідношень (1.172).
Запишемо шуканий результат
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Петля конструкційного демпфування, описана співвідно-
шеннями (2.103), має вигляд, схематично зображений на рис. 1.11.

Величину розсіяної за цикл енергії визначаємо як площу
петлі конструкційного гістерезису аналогічно до співвідно-
шень (1.174) інтегруванням виразів (2.103). Маємо

  

  
  




























.0,21

12

;1,11
3

333

33

3

22

22
max2

22

3

2
max2











esees

eeQA

sess
QA

(2.104)



95

Як уже зазначалось у попередньому розділі, отримані
асимптотичним способом наближені розв’язки розглянутих
задач мають ряд переваг порівняно з громіздкими так званими
точними результатами. Вони записані в явному вигляді, вра-
ховують усі суттєві параметри задач, зручні в практичних роз-
рахунках.
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РОЗДІЛ 3

МОДЕЛЮВАННЯ РІВНОМІЦНОЇ ОБОЛОНКИ
З ДЕФОРМІВНИМ ЗАПОВНЮВАЧЕМ ЗА

НАЯВНОСТІ СУХОГО ТЕРТЯ

Як вже було зазначено у вступі, наведені в даній роботі
результати механіко-математичного моделювання і розв’язки
розглядуваних задач мають безпосереднє застосування при
розрахунку міцності, податливості і демпфування оболонко-
вих пружних елементів [81]. Відомо, що підвищення ефектив-
ності роботи пружного елемента як робочого органа віброза-
хисної системи передбачає максимально можливе збільшення
його податливості без шкоди для міцності [27, 109]. У цьому
розділі розглядається один з основних способів збільшення
податливості оболонкових пружних елементів, сконструйова-
них на базі циліндричних оболонок, – застосування рівноміц-
ної оболонки як несучого елемента.

3.1 Контактна задача про стиск деформівного
заповнювача в оболонці змінної товщини

Нехай пружний деформівний ци-
ліндр (заповнювач) радіуса R і довжини
2a вміщений в оболонку змінної товщи-
ни h (рис. 3.1). Заповнювач навантаже-
ний по торцях жорсткими поршнями.
Треба визначити закон зміни вздовж
твірної товщини рівноміцної оболонки,
дослідити напружено-деформований стан
і визначити податливість рівноміцного
пружного елемента.

Як і в попередніх розділах, врахо-
вуючи симетрію системи відносно пло-
щини, рівновіддаленої від поршнів, мо-
жна розглядати половину пружного
елемента (рис. 3.2), вважаючи переріз,
який належить площині симетрії, гладкоРисунок 3.1
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впертим в жорстку перепону. Осесиметричний напружено-
деформований стан системи досліджуємо в циліндричній сис-
темі координат. З метою отримання аналітичного розв’язку
сформульованої задачі дослідження проводимо на базі одно-
вимірних моделей заповнювача і оболонки, розроблених в
першому розділі.

Рисунок 3.2

Вважаємо, що зона проковзування охоплює всю область
контакту, тобто

 1,0,, о   uuf . (3.1)

Ключове рівняння розглядуваної контактної задачі від-
повідає отриманому в першому розділі ключовому рівнянню
для зони проковзування
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o21 vPdflhRhR . (3.2)

Єдина відмінність рівняння (3.2) від рівняння (1.33) по-
лягає у наявності двох невідомих функцій – контактного на-
пруження   і товщини оболонки  h . Тому для замкнуто-
сті задачі потрібно приєднати до рівняння (3.2) умову рівної
міцності оболонки. Використаємо для цього критерій Треска-
Сен-Венана
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т21   . (3.3)

Тут т – межа текучості матеріалу оболонки, 21, – головні
напруження в оболонці.

Для безмоментної оболонки головні напруження пода-
ються через мембранні зусилля формулами

h

N

h

N    21 , . (3.4)

Підставляючи сюди вирази (1.17), (1.28) з першого розді-
лу, одержимо зображення головних напружень через контактні
напруження
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На підставі формул (3.5), (3.1) умова (3.3) набуде вигляду
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Для податливих на зсув слабостисливих заповнювачів,
які переважно використовуються в оболонкових пружних
елементах, справедливі такі сильні нерівності:

121;1  н/е . Для лінеаризації системи рівнянь (3.2),
(3.6) розвинемо невідомі h, в ряд за малим параметром 
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В нульовому наближенні )( 0 система рівнянь (3.2),
(3.6) буде
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Розв’язок системи (3.8) визначається формулами
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Тут    12 fl .
Запишемо ще інтеграл, необхідний надалі для визначен-

ня напружено-деформованого стану оболонки
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У першому наближенні )( 1 система вихідних рівнянь
буде
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Розв’язок системи (3.11) має такий вигляд:
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Для того, щоб оцінити величину поправки, яку вносить
перше наближення  1h у формулу (3.7) для товщини оболонки
h , виконаємо у другому співвідношенні (3.12) граничний пе-
рехід .2/1v Маємо
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Тут fl2о  .
Із (3.13) отримуємо
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Таким чином, врахування першого наближення )1(h у
другій з формул (3.7) означає зменшення товщини оболонки
h на величину, яка не перевищує за модулем 2 . Відносячи
цю поправку на рахунок деякого запасу міцності, для визна-
чення змінної товщини оболонки обмежимося нульовим на-
ближенням  0h . Остаточно для товщини рівноміцної оболон-
ки маємо
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де то RQh  ; Q – максимальне експлуатаційне наванта-

ження на поршень. Зазначимо, що оh можна інтерпретувати
як товщину оболонки сталого перерізу, здатної витримати на-
вантаження Q.

Аналіз мішаної задачі для оболонки, товщина якої ви-
значається формулою (3.14), проведений за схемою першого
розділу, засвідчив, що припущення (3.1) справедливе при ви-
конанні нерівності
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Слід зауважити, що дана нерівність встановлює межі за-
стосовності формули (3.14). Вона є доволі сильною для рівно-
міцної оболонки, оскільки справедлива і для оболонки за-
втовшки 2оh .

Результати аналізу першого наближення  1h для товщи-
ни рівноміцної оболонки дають підстави стверджувати, що і
для дослідження напружено-деформованого стану оболонки
достатньо нульового наближення.

Запишемо вирази для головних напружень, які виника-
ють у рівноміцній оболонці. Підставляючи нульове набли-
ження (3.9) в співвідношення (3.5) і враховуючи формули
(3.1), (3.14), маємо

  











evv

ve

h

RP

131

2

о

1 ;

  
  













evv

ev

h

RP

131

11

о

2 . (3.15)

Деформації рівноміцної оболонки визначаються з вико-
ристанням формул (1.18), (1.19). Враховуючи співвідношення
(3.4), маємо
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Підставляючи сюди формули (3.15), остаточно отримуємо
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Співвідношення (3.15), (3.17) визначають напружено-
деформований стан рівноміцної оболонки.

Тепер приступимо до визначення податливості рівномі-
цного оболонкового пружного елемента. Особливістю розра-
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хунку податливості системи з деформівним заповнювачем є
необхідність урахування першого наближення, чого не було
потрібно при визначенні напруженого стану рівноміцної обо-
лонки.

Запишемо формулу для осьових деформацій заповнюва-
ча. Вираз (1.29) із першого розділу з урахуванням закону су-
хого тертя Кулона (3.1) набуває вигляду
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або, беручи до уваги розклади (3.7), запишеться таким чином:
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Формулу (3.18), використовуючи принцип рядів (3.7),
можна подати і так:
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Підставляючи перший із виразів (3.9) у формулу (3.20),
маємо
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Підстановкою першого із виразів (3.12) у співвідношен-
ня (3.21) одержимо
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Введемо необхідні позначення
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Тепер підставимо вирази (3.22), (3.23) у співвідношення
(3.19) і проведемо граничний перехід 0,2/1  v із збе-
реженням нерегулярної величини 1~ . Враховуючи,
що оТ

hPR , отримуємо
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За означенням переміщення поршня визначається фор-
мулою
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Підставляючи сюди вираз (3.25) та інтегруючи, маємо
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Податливість усієї системи визначимо підстановкою ви-
разу (3.24) у формулу (1.70)
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Отож, мета даного параграфа досягнута: визначено закон
зміни вздовж твірної товщини рівноміцної оболонки – форму-
ла (3.14); досліджено напружено-деформований стан рівномі-
цної оболонки – співвідношення (3.15), (3.17); визначено по-
датливість рівноміцного пружного елемента – вираз (3.28).
Залишилось оцінити переваги застосування рівноміцної обо-
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лонки порівняно із звичайною циліндричною оболонкою ста-
лої товщини. Згадаємо формулу (1.71) із першого розділу для
податливості системи з оболонкою сталої товщини і запишемо
її з урахуванням позначень, прийнятих у цьому розділі
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Зазначимо, що усі параметри оболонки сталої товщини
constо h ідентичні з параметрами рівноміцної оболонки.

Однакова також і несуча здатність порівнюваних оболонок.
Оцінимо також зниження матеріаломісткості пружного

елемента внаслідок застосування рівноміцної оболонки. Об’єм
рівноміцної оболонки визначається формулою
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Об’єм циліндричної оболонки сталої товщини оh буде:

lhRV о
2

п 4 . (3.31)

На рис. 3.3 наведені графіки, які характеризують виграш
у податливості і зниження матеріаломісткості від використан-
ня рівноміцної оболонки у пружному елементі порівняно з
пружним елементом тієї ж несучої здатності, спроектованим
на базі циліндричної оболонки сталої товщини. Залежності

Пр  від параметра о побудовані при 3,0о v для різних

значень приведеної податливості заповнювача о . Крива, що

відповідає нульовому значенню величини о , характеризує
чистий виграш у податливості від застосування рівноміцної
оболонки. Зауважимо, що з ростом параметра о виграш в
податливості від застосування рівноміцної оболонки зменшу-
ється. На нижньому графіку показана крива, яка характеризує
зниження матеріаломісткості пружного елемента, одержане
від застосування рівноміцної оболонки.

Як видно із наведених на рис. 3.3 залежностей, при збі-
льшенні параметра о виграш в податливості системи, а та-
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кож виграш від зниження матеріаломісткості збільшується.
При зміні параметра о в межах від 1 до 4 виграш в податли-
вості становить від 21 до 47%, а зниження матеріаломісткості
– від 18 до 37%.

Рисунок 3.3 – Виграш в податливості і зниження матеріалоємності від
використання рівноміцної оболонки
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3.2 Конструкційне демпфування у рівноміцній
оболонці з деформівним заповнювачем

Метою даного параграфу є дослідження поведінки пока-
заної на рис. 3.2 системи деформівний заповнювач – рівномі-
цна оболонка при немонотонному навантаженні і побудова ді-
аграми деформування (Q, ) (петлі конструкційного демпфу-
вання).

Повна система співвідношень змішаної контактної зада-
чі включає формули (1.12) – (1.22), вираз (3.14), за яким ви-
значається товщина рівноміцної оболонки, а також закон су-
хого тертя (1.96), (1.97). Бачимо майже повну (за винятком
виразу (3.14)) аналогію з вихідними співвідношеннями із па-
раграфу 1.3. Підтверджуючи справедливість наведених в па-
раграфі 1.3 міркувань і для розглядуваної мішаної задачі, при-
ступимо до одержання розв’язків для кожного етапу наванта-
ження окремо. Беручи до уваги, що методика побудови петлі
конструкційного гістерезису детально викладена в параграфі
1.3, тут не будемо зупинятися на тонкощах її застосування.
Замість цього спробуємо акцентувати на особливостях дослі-
джуваної задачі.

Початкове (активне) навантаження

.0/][,0,0 max  QuQQQ 

Розв’язок задачі для даного етапу навантаження отрима-
но в параграфі 3.1. Запишемо потрібні в подальшому вирази.
Осьові мембранні зусилля в оболонці знаходимо підстанов-
кою контактного напруження (3.9) (нульове наближення) в
формулу (1.40)

2

1 





e
P

R

N
. (3.32)

Вираз для осьових напружень в заповнювачі запишемо з
урахуванням першого наближення. Підставимо контактні на-
пруження (3.9), (3.12) в розклад (3.7), а відтак у формулу
(1.39), маємо
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Осьову деформацію оболонки одержимо із формули
(3.17) виконанням в ній граничного переходу 2/1v
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. (3.34)

Осьова деформація заповнювача визначаються співвід-
ношенням (3.25). Із виразів (3.34), (3.25) одержуємо розрив де-
формації
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Осадка поршня вираховується за формулою (3.27). За-
пишемо її таким чином:
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Тут введено позначення

ооhE

l
K


 .

Співвідношення (3.36) описує лінійну ділянку петлі
конструкційного гістерезису, яка відповідає початковому на-
вантаженню.

Розвантаження

0,0max  QQQ  .
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Запишемо ключове рівняння і одержимо розв’язок задачі
в кожній із двох областей, де дотичні контактні напруження
мають протилежні знаки.

Область ).,0[   Тут закон сухого тертя має вигляд
(1.109), а ключове рівняння контактної задачі буде

     



0

о21 vPdflhRvvhRv . (3.37)

У нульовому наближенні ( 0 ) рівняння (3.37) набуває
вигляду

     
 



0

00 21 vPdvflv . (3.38)

Його розв’язок
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0 . (3.39)

Запишемо перше наближення ( 1 ) рівняння (3.37)
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Підставляючи у праву частину рівняння (3.40) вирази
(3.14), (3.39) і розв’язуючи, одержуємо перше наближення для
контактного напруження
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Осьові напруження в заповнювачі і мембранні зусилля в
оболонці знаходимо, підставляючи вирази (3.39), (3.41) у фо-
рмулу (3.7), а відтак у модельні співвідношення (1.3), (1.40)
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(для осьового мембранного зусилля обмежимося нульовим
наближенням)
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Осьові деформації оболонки одержимо, використовуючи
модельні співвідношення (1.31) з урахуванням закону тертя
(1.109) (нагадаємо, що для оболонки достатньо нульового на-
ближення)
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Підставляючи сюди вирази (3.14), (3.39), при 2/1
маємо
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Приступимо до визначення осьових деформацій запов-
нювача. Використовуючи модельне співвідношення (1.29), за-
кон тертя (1.109), вирази (3.7), за аналогією з формулами
(3.20), (3.21) запишемо
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Підставляючи вирази (3.39), (3.41) в формули (3.44),
(3.45) відповідно, одержуємо
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Підставимо формули (3.46), (3.47) у співвідношення
(3.19) і виконаємо граничний перехід 2/1,0   . З ураху-
ванням виразів (3.24) маємо

 














 




 
о

о

о

1

2
23 оо

о

оо e

evv
e

hE

PR
. (3.48)

Із формул (3.43) і (3.48) одержуємо розрив деформацій
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Область  ( ,1]. Тут закон сухого тертя має вигляд
(1.116), а ключове рівняння контактної задачі одержимо за
допомогою модельних співвідношень (1.46), (1.47), умови од-
ностороннього контакту (1.22), а також формули (1.116)
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У нульовому наближенні ( 0 ) рівняння (3.50) буде
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Його розв’язок
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Враховуючи умови неперервності осьових напружень
(1.98), а також другий із виразів (3.42), остаточно для нульо-
вого наближення контактного напруження маємо
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Перше наближення рівняння (3.50) має вигляд
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Підставляючи сюди відомі величини із формул (3.14),
(3.42), (3.52) і розв’язуючи отримане рівняння, знаходимо
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Осьові деформації оболонки (нульове наближення) зна-
ходимо, використовуючи модельне співвідношення (1.45) з
урахуванням закону тертя (1.116)
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Підставляючи сюди вирази (3.14), (3.52), при 2/1
маємо
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Осьові деформації заповнювача знаходимо, використо-
вуючи модельне співвідношення (1.44), закон тертя (1.116) та
вирази (3.7). За аналогією з формулами (3.44), (3.45) запишемо
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Підставимо вирази (3.52), (3.54) у формули (3.56), (3.57)
відповідно. Враховуючи умову неперервності осьових напру-
жень (1.98) і другий із виразів (3.42), підставимо знайдені
співвідношення у формулу (3.19) і проведемо граничний пе-
рехід 2/1,0  v , з урахуванням виразів (3.24) маємо
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Із (3.55) і (3.58) одержуємо розрив деформацій
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Визначимо приріст розриву деформацій при переході від
початкового навантаження до розвантаження.
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 1,  ;

із формули (3.35) при maxQQ  і виразу (3.59) маємо
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Інтегруючи співвідношення (3.60), (3.61) з урахуванням
формули (1.124), одержуємо приріст стрибка переміщень

  :,0  
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 ( ,1]:
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Для визначення координати  точки розмежування об-
ластей з протилежними знаками швидкостей взаємного про-
ковзування скористаємося умовою (1.127), а також будь-яким
із співвідношень (3.62), (3.63). В результаті одержуємо рів-
няння, яке пов’язує координату  і зовнішнє навантаження Q

   
   




0
2

1

01

max
о KeK

KK

Q

Q




 . (3.64)

У формулі (3.64) введені функції однієї змінної
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Беручи до уваги, що 10  , запишемо цю умову не-
одностороннього проковзування таким чином:

,maxmax* QQQs  (3.66)

де
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
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





. (3.67)

Осадку поршня визначимо, інтегруючи осьові деформа-
ції заповнювача (3.48), (3.58)

  1QKm . (3.68)

Тут введена функція однієї змінної

     






 

2

1
ln2123

1 о

оо

о
21

о

о

1

x
xx e

veexm





 
































x

x
x

x

e

e
e

e
ev

о

о

о

о

о

1

1
ln

2

1
ln12 2

о 





 . (3.69)

Співвідношення (3.64), (3.68) у параметричній формі
описують нелінійну ділянку петлі конструкційного демпфу-
вання, яка відповідає розвантаженню в умовах неодносторон-
нього проковзування.

Коли навантаження Q зменшиться до величини max*Qs ,
на всій поверхні контакту будуть виконуватися умови одно-
стороннього проковзування. У цьому випадку справедливі
формули (3.37), (3.49), умова монотонності для односторон-
нього проковзування має вигляд

,0 max*QsQ  (3.70)

а переміщення поршня знаходиться інтегруванням осьової
деформації (3.48)
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Співвідношення (3.71) описує лінійну ділянку петлі
конструкційного демпфування, яка відповідає розвантаженню
в умовах одностороннього проковзування.

Повторне навантаження

.0,maxmin  QQQQ 

Варіант .0 *ss 
Область ).,0[   Тут закон сухого тертя має вигляд

(1.116), а осьові напруження, мембранні зусилля і деформації
подаються формулами (3.32) – (3.35).

Область  ( ,1]. Тут закон сухого тертя має вигляд
(1.109), а ключове рівняння контактної задачі одержимо за
допомогою модельних співвідношень (1.46), (1.47), умови од-
ностороннього контакту (1.22) і згаданого закону тертя (1.109)

      

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1 21

     Nhvv 1
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 . (3.72)

Процес розв’язання даного рівняння аналогічний до про-
цесу розв’язання ідентичного за структурою рівняння (3.50).
Уникаючи повторення громіздких проміжних викладок, запи-
шемо відразу осьові деформації оболонки і заповнювача:
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Розрив деформацій
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Відзначимо ідентичність структури формул (3.59) і
(3.75).

Визначимо приріст стрибка деформацій при переході від
розвантаження до повторного навантаження (варіант

*0 ss  ):
);,0[  

із формули (3.35) і співвідношення (3.49) при minQQ 
маємо
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  оо

minо

оо

min 3 ePPe
hE

R
QQ

   



















min
оооо

о

о

о

о

1

4512

1

4512
P

e

evv
P

e

evv








; (3.76)
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із формули (3.75) і співвідношення (3.49) при minQQ 
маємо:
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(3.77)

Інтегруючи співвідношення (3.76), (3.77), одержуємо
приріст стрибка переміщень

);,0[  

      minQuQu
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Використовуючи умову (1.147) і будь-який із виразів
(3.78), (3.79), знаходимо рівняння, яке зв’язує параметр  і
зовнішнє навантаження Q
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У формулі (3.80) введена функція однієї змінної

      оо2 453 оо veexK x
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Беручи до уваги, що 10   , запишемо цю умову не-
одностороннього проковзування з допомогою рівняння (3.80)
таким чином:

*minmin sQQQ  . (3.82)

І, нарешті, інтегруючи осьові деформації (3.25), (3.74),
одержимо переміщення поршня:

  2QKm . (3.83)

Тут введена функція однієї змінної
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Співвідношення (3.80), (3.83) у параметричній формі
описують нелінійну гілку комбінованої ділянки петлі конс-
трукційного демпфування, яка відповідає повторному наван-
таженню в умовах неодностороннього проковзування (варіант

*0 ss  ).
Коли навантаження Q досягне величини *min / sQ , на усій

поверхні контакту будуть виконуватися умови односторон-
нього проковзування. У цьому випадку справедливі формули
(3.32) – (3.35), умова монотонності має вигляд

,/ max*min QQsQ  (3.85)
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а осадка поршня визначається співвідношенням (3.36), яке в да-
ному випадку описує лінійну гілку комбінованої ділянки діагра-
ми навантаження (вихід на пряму початкового навантаження).

Варіант .1*  ss
Область ).,0[   Тут закон тертя має вигляд (1.116), а

осьові напруження, мембранні зусилля і деформації опису-
ються формулами (3.32) – (3.35).

Область   , . Тут закон тертя має вигляд (1.109), а
осьова деформація заповнювача і стрибок деформацій опису-
ються формулами (3.74), (3.75).

Область ].1,(  Тут закон тертя подається формулою
(1.116), а ключове рівняння задачі має вигляд (1.105). У ре-
зультаті розв’язання цього рівняння з необхідним для даної
області врахуванням виразів (1.153) отримуємо, опускаючи
проміжні результати, осьову деформацію заповнювача і роз-
рив деформацій
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Визначимо приріст розриву деформацій при переході від
розвантаження до повторного навантаження (варіант

1*  ss ):

  ,0 ; тут шуканий приріст визначається формулою

(3.76).
  , ; у цій області для приросту розриву дефор-

мацій маємо вираз (3.77).
 1,  ; використовуючи вирази (3.49) при m  і

(3.59) при m  для Q=Q min , а також формулу (3.87), прихо-
димо до співвідношення
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Тут m – значення параметра  , яке визначається із рів-

няння (3.64) при minQQ  .
Тепер, інтегруючи співвідношення (3.76), (3.77), (3.88),

одержимо приріст стрибка переміщень
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),(   ;
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Використовуючи умову (1.161) і будь-яке із співвідно-
шень (3.89), (3.90), одержимо перше рівняння, що пов’язує
параметри  і  із зовнішнім навантаженням Q
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Використовуючи умову (1.172) та будь-яке із співвідно-
шень (3.90), (3.91), одержимо друге рівняння
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І, нарешті, інтегруючи осьові деформації (3.25), (3.74),
(3.86), одержимо переміщення поршня

  ,3QKm . (3.94)

У формулах (3.92) – (3.94) введені функції двох змінних
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Таким чином, розв’язок змішаної задачі (1.12) – (1.22),
(3.14), (1.96) – (1.99) отримано. Для зручності аналізу зведемо
докупи вирази, які описують петлю конструкційного демпфу-
вання в рівноміцній оболонці з деформівним заповнювачем.
Для опису діаграми за етапами використаємо рис. 1.11.

1. Активне (початкове) навантаження – лінійна ділянка
ОА  0,0 max  QQQ  :
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2. Розвантаження  :0,0max  QQQ 

а) нелінійна ділянка ABC   :max*max QsQQ 
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  1QKm ; 10  ; (3.97)

б) лінійна ділянка CO  :0max* QQs
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3. Повторне навантаження  0,maxmin  QQQQ  :

а) комбінована ділянка DEA ( *0 ss  ):
нелінійна гілка DE  *minmin sQQQ  ;
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лінійна гілка EA (вихід на пряму активного навантажен-
ня)  max*min QQsQ  ;
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б) нелінійна ділянка BA ( 1*  ss ):
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  ,3QKm ; m 0 . (3.101)

Використані в наведених співвідношеннях функції роз-
шифровуються за допомогою формул (3.65), (3.69), (3.81),
(3.84), (3.95).

Зауважимо, що у формулах (3.96), (3.98), (3.100) резуль-
тат записаний у явному вигляді. Рівняння (3.97), (3.99) є одно-
параметровим зображенням кривих, причому  , – монотон-
но зростаючі координати нулів швидкості взаємного проков-
зування на поверхні контакту, що відіграють роль внутріш-
нього часу. У формулах (3.101) результат поданий у двопара-
метровій формі. Тут  – незалежний монотонно зростаючий
параметр, ),( m  – корінь трансцендентного рівняння,
яке отримується виключенням Q із перших двох співвідно-
шень (3.101).

Відзначимо ідентичність структури розв’язку розгляну-
тої задачі та розв’язку, отриманого для оболонки сталої тов-
щини. Спостерігається якісна подібність результатів (3.96) –
(3.101) і (1.166) – (1.171).

Порівняємо гістерезисні та деформативні властивості рів-
номіцної оболонки товщини, обчисленої за формулою (3.14), і
циліндричної оболонки сталої товщини оh . Зазначимо, що за не-
сучою здатністю обидві оболонки ідентичні. Введемо приведені
безрозмірні переміщення поршня а  і навантаження
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оо
2 EhRQQ  а також приймемо 1;3,0;2;1 ооо   v . На

рис. 3.4 наведені діаграми деформування (петлі конструкційного
демпфування): штриховою лінією – для оболонки завтовшки оh ,
суцільною – для рівноміцної оболонки.

Рисунок 3.4

Маємо очевидний (у даному випадку 8,7%) виграш у де-
формативності рівноміцної оболонки при фактичному збере-
женні гістерезисних властивостей системи. Не можна також
ігнорувати і виграш у матеріаломісткості рівноміцної оболон-
ки порівняно з оболонкою сталої товщини, який у даному ви-
падку становить 18,4%.

Підсумовуючи викладене у даному розділі, можна зро-
бити висновок, що запропонована методика розрахунку конс-
трукційного демпфування у поєднанні із асимптотичним спо-
собом розв’язування задач дає змогу аналізувати деформатив-
ні та гістерезисні властивості доволі складних оболонкових
систем з деформівним заповнювачем.
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РОЗДІЛ 4

ФРИКЦІЙНИЙ КОНТАКТ ПРУЖНОГО
ЗАПОВНЮВАЧА З КОНІЧНОЮОБОЙМОЮ

4.1 Моделювання фрикційної взаємодії
заповнювача з конічною обоймою

З усього класу механіко-математичних моделей, що опи-
сують фрикційну взаємодію тонкостінних елементів констру-
кцій з деформівними заповнювачами, найширше розроблені
моделі об’єктів, несучими ланками в яких фігурують цилінд-
ричні оболонки. В даній роботі представлені результати пер-
ших спроб математичного моделювання фрикційної взаємодії
нециліндричних оболонок обертання з деформівним заповню-
вачем. Метою досліджень є вивчення впливу форми поверхні
оболонок на деформативні і демпфувальні властивості оболо-
нкових систем із заповнювачем.

Розглянемо пружний зрізаний конус довжиною а, який
заповнює абсолютно жорстку обойму (рис. 4.1). На вільний
торець конуса через абсолютно жорсткий гладкий поршень
передається зовнішнє навантаження Q. Характер контактної
взаємодії бічних поверхонь обойми і заповнювача визначаєть-
ся законом сухого тертя.

Осесиметричний напружено-деформований стан систе-
ми досліджуємо в циліндричній системі координат, вказаній
на рис. 4.1.

Введемо операцію усереднення по поперечному перерізу
для загального випадку тіла обертання

 
 

 
 


zRdef

rdrzrf
zR

zf
0

2
,

2
, (4.1)

де f – довільна функція (в даному випадку напруження або
деформації); R(z) – змінний радіус бічної поверхні тіла обер-
тання.

Намагаючись аналітично оцінити суттєві параметри роз-
глядуваної задачі, використаємо одновимірну модель запов-
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нювача [158]. Вважаємо, що в заповнювачі нормальні напру-
ження zr   ,, і осьові переміщення zu розподілені рівномі-

рно, а дотичні напруження rz і радіальні переміщення ru –
лінійно по поперечному перерізу.

Рисунок 4.1

Застосуємо операцію усереднення (4.1) до ключових рів-
нянь для тіла обертання. Враховуючи наведені гіпотези, маємо:

усереднене друге рівняння рівноваги

 
0

2
 rz

z

zRdz

d



; (4.2)

усереднений закон Гука

 rz
z

z v
Edz

du
 2

1
 ,

 
 

  zr
r vv

EzR

Ru
   1

1
. (4.3)
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Тут нE, – модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона матері-
алу заповнювача. Під rz у формулі (4.2) та нижче розуміти-
мемо його значення на поверхні контакту  Rrz .

На вільному торці заповнювача виконується умова

   00 2RQz   . (4.4)

Фрикційну взаємодію обойми і заповнювача описуємо
співвідношенням одностороннього контакту (в даному випад-
ку це умова жорсткості обойми)

0nu , (4.5)

де nu – нормальне переміщення поверхні контакту, а також
законом тертя Кулона

0 nn f , (4.6)

де f – коефіцієнт тертя; nn  , – дотичні та нормальні напру-
ження на поверхні контакту.

Перейдемо у формулах (4.5), (4.6) до переміщень та на-
пружень, орієнтованих в циліндричній системі координат.
Cпіввідношення для переміщень мають вигляд

 sincos zrn uuu  ;

 sincos rz uuu  . (4.7)

Тут: rz uu , – складові повних переміщень точок запов-

нювача у вихідних циліндричних координатах; nuu , – проек-
ції цих же переміщень на нормаль та дотичну до бічної повер-
хні заповнювача;  – кут між дотичною до бічної поверхні та
віссю симетрії тіла обертання (заповнювача).

Вважаючи  достатньо малим (форма бічної поверхні
змінюється полого, тобто близька до циліндричної), одержимо

;~ zrn uuu  (4.8)

.~ rz uuu   (4.9)

Зв’язок між напруженнями визначається формулами
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rzrrzrzn  2~2sincossin 22  ; (4.10)

    cossin
zrn

   zrrzrz   ~sincos 22 . (4.11)

Підставляючи формули (4.8), (4.9) та (4.10), (4.11) відпо-
відно у співвідношення одностороннього контакту (4.5) та за-
кон Кулона (4.6), одержимо умови фрикційної взаємодії запо-
внювача з жорсткою обоймою

  ;0 zr uRu  (4.12)

    02  rzrzrrz f  . (4.13)

Підставимо закон Гука (4.3) в умову (4.12) та приєднає-
мо до отриманого співвідношення рівняння рівноваги (4.2) і
закон Кулона (4.13), отримаємо замкнуту систему рівнянь за-
дачі про фрикційну взаємодію пружного заповнювача з жорс-
ткою обоймою для загального випадку, коли поверхня контак-
ту є поверхнею обертання змінної кривини

 
0

2
 rz

z

zRdz

d



;

       021  
a

z
rzzr dzvvvzR  ; (4.14)

     azf rzrzrrz ,0;02   .

Розв’язок системи інтегродифиренціальних рівнянь
(4.14) з крайовою умовою (4.4) для кожного конкретного ви-
падку R=R(z) доцільно будувати з використанням асимптоти-
чних методів.

У даній ситуації, коли поверхня контакту є конічною
(рис.4.1), змінний радіус описується формулою

  ,
2

1
о

о 

















a
z

R

tg
RzR


(4.15)

де  2о аRR  .
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Перейдемо до безрозмірних координат оRz ,

оRz і врахуємо, що  – малий параметр. Формула (4.15)
набуває вигляду

    21о lRR   , (4.16)

а крайова умова (4.4) буде

   lP    10 . (4.17)

Тут оRаl  , 2
оRQP  .

Система рівнянь (4.14) з використанням формули (4.16)
буде

 
0

21

2



 








ld

d
;

        
l

dvvvl


  02121 ; (4.18)

     lf ,0;02    .

Розв’язок системи рівнянь (4.18) з крайовою умовою
(4.17) будуємо, розвиваючи невідомі величини в асимптотичні
ряди за степенями малого параметра  . Оскільки при виводі

співвідношень (4.12), (4.13) відкидались члени  2О , достат-
ньо обмежитись аналізом нульового та першого наближень.
Таким чином, маємо

   2)1(0   О ;

     210   О ;

     210   О ; (4.19)

Нульове наближення  0 . Система рівнянь (4.18) та
крайова умова (4.17) в нульовому наближенні мають вигляд
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 
  02 0

0

 








d

d
;

      01 00    vv ;

    000    f ; (4.20)

  P0
 . (4.21)

Її розв’язок уже відомий. Це частковий випадок резуль-
татів роботи [156] для циліндричного заповнювача. Наведемо
його:

  


 Pe0 ;

  
 


 Pe

v

v

1
0 ;

  
 


 fPe

v

v

1
0 . (4.22)

Тут
v

vf




1

2
 .

Перше наближення ( 1 ). Система рівнянь (4.18) та кра-
йова умова (4.17) в першому наближенні будуть

 

      0222 10
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 
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            )1(00 112   vvvl

     
l

dvv


  02 00)1( ;

       02 0)1(00)1(    f . (4.23)

  .)0(1 lP (4.24)
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Підставимо в систему (4.23) результат нульового набли-
ження (4.22), одержимо ключові рівняння для першого на-
ближення
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Роз’язок системи рівнянь (4.25) з крайовою умовою
(4.24) має такий вигляд:
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Введемо позначення
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Зведемо разом результати (4.22) та (4.26) нульового та
першого наближень. З урахуванням позначення (4.27) напру-
ження в заповнювачі матимуть такий вигляд:
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Знаючи напружений стан заповнювача, за допомогою
співвідношень закону Гука (4.3) можна знайти переміщення та
деформації. Зокрема, з точки зору аналізу жорсткості та дем-
пфуючої здатності системи найбільший інтерес викликають
осьові переміщення заповнювача. Інтегруючи перше із спів-
відношень (4.3), одержимо
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Вираз для переміщення поршня має вигляд
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У результаті числового дослідження аналітичного
розв’язку задачі в напруженнях (4.28) отримано розподіл на-
пружень по довжині зони контакту оболонки і заповнювача
при 2;495,0;5,0  lнf . З метою порівняння наведено
графіки для трьох різних значень параметра конусності:

1,0 (поршень у вужчому торці оболонки), 0 (цилінд-
ричний заповнювач), 1,0 (поршень у ширшому торці
оболонки). На рис. 4.2 наведено розподіл безрозмірних нор-
мальних напружень Рn на поверхні контакту.

Числовий аналіз формули (4.30) засвідчив, що податли-
вість конічного амортизатора з поршнем у вузькому торці
 1,0 перевищує податливість циліндричного амортизато-
ра  0 на 38%, і більш як удвічі перевищує податливість
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конічного амортизатора з поршнем у широкому торці
 1,0 , що доводить доцільність використання належним
чином встановленої конічної оболонки при проектуванні віб-
розахисних пристроїв з деформівним заповнювачем.

Рисунок 4.2

4.2 Фрикційне проковзування пружного
заповнювача в конічній обоймі при

немонотонному навантаженні

Результати попереднього параграфу, враховуючи заяв-
лену немонотонність навантаження, можна трактувати, як
опис стану активного навантаження, яке характеризується не-
рівностями

0,0 max  QQQ  . (4.30)

Формула (4.30) описує лінійну ділянку ОА діаграми де-
формування  ,Q , схематичний вигляд якої наведено на рис.
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1.11 з першого розділу. Тут *s – характерне значення коефіці-
єнта асиметрії циклу навантаження.

З більшими труднощами пов’язаний аналіз етапу розван-
таження, якому на діаграмі деформування відповідають нелі-
нійна АС та лінійна СО ділянки. Процес розвантаження опи-
сується нерівностями

0,0max  QQQ  . (4.31)

Закон Кулона при немонотонному навантажені для зони
проковзування має вигляд

ufуф nn
sgn . (4.32)

Враховуючи в формулі (4.9) умову (4.12), одержимо

  .~1
2

zz uuu   (4.33)

Підставимо формулу (4.33) у співвідношення (4.32) та
розшифруємо похідну за часом, одержимо остаточно закон
Кулона при немонотонному навантаженні для усієї поверхні
контакту
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Розглянемо окремо розвантаження в умовах неповного
та повного проковзування на поверхні контакту обойми і за-
повнювача.

Розвантаження в умовах неповного проковзування.
На поверхні контакту присутні дві зони, розділені біжучою
точкою з координатою  , яка відіграє роль внутрішнього ча-
су. Розглянемо по черзі кожну з них.

Область   ,0 – зона зворотного проковзування, для

якої справедливі нерівності
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0,0 



Q

Q

u 
. (4.35)

Підставляючи нерівності (4.35) у співвідношення (4.34),
одержимо вигляд закону Кулона в цій зоні

nn f  . (4.36)

Система ключових рівнянь в зоні зворотного проковзу-
вання отримується за аналогією до системи рівнянь (4.18) ета-
пу активного навантаження. Потрібно лише змінити вигляд
закону Кулона і замість формули (4.13) використовувати за-
лежність (4.36).

Таким чином, маємо
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       ,0;02  f . (4.37)

Розв’язок системи рівнянь (4.37) з крайовою умовою
(4.17) будуємо аналогічно до розв’язку системи рівнянь (4.18)
асимптотичним методом. Використовуючи формули (4.19),
запишемо систему (4.37) в нульовому наближені  0
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      01 00    vv ; (4.38)

    000    f .

Розв’язок системи рівнянь (4.38) з крайовою умовою
(4.21) є частковим випадком результатів роботи [156] для ци-
ліндричного заповнювача. Наведемо його
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Перше наближення  1 . Система рівнянь (4.37) у пер-
шому наближенні має вигляд
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Розв’язок системи рівнянь (4.40) з крайовою умовою
(4.24) буде таким

      









fv

vv
fHPe

2

1

2

211
, 



      







 eee

P

P
e l 1max ;

      












fv

vv
fHPe

v

v
2

1

2

211
,

1
 



  











   ee

P

P
e lmax1 ;

       









 

  e
fv

vv
fHPe

v

vf
2

1

2

211
,

1

  








 

vf

v
fee

P

P l 21
21 max  . (4.41)

Тут
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Уведемо позначення:
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Зведемо докупи результати (4.39) та (4.41) нульового і
першого наближень. З урахуванням позначення (4.43) напру-

ження в заповнювачі при   ,0 мають вигляд
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В зоні ],[ l  напруження обчислюються за форму-
лами (4.28) при .maxPP  .

Координата точки розділу зон  знаходиться із умови
неперервності осьових напружень

   00    ,
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яка з урахуванням співвідношень (4.28), (4.44) після перетво-
рення набуває вигляду
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Обчислимо осьові переміщення заповнювача. Викорис-
товуючи закон Гука, запишемо
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Підставимо у формулу (4.46) відповідні обидвом зонам
значення напружень (4.44) та (4.28) при maxPP  , після інтег-
рування одержимо
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Переміщення поршня отримаємо підстановкою у фор-
мулу (4.47) значення 0 . Після перегрупування (виділимо

max1 – найбільше переміщення поршня на етапі активного на-
вантаження) для етапу розвантаження в умовах неповного
проковзування маємо
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Беручи до уваги, що

l0 , (4.49)

запишемо цю умову неповного проковзування з допомогою
формули (4.45) в термінах навантажень таким чином:

maxmax* QQQs  .

Тут *s – характерне значення коефіцієнта асиметрії цик-
лу навантаження, яке обчислюється за формулою
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Співвідношення (4.45) та (4.48) в параметричній формі
описують нелінійну ділянку петлі конструкційного демпфу-
вання, відповідну розвантаженню в умовах неповного проков-
зування. Нерівності (4.49), (4.50) є відповідними еквівалент-
ними умовами монотонності.

Повне проковзування.
Коли параметр  досягне значення l (навантаження

відповідно зменшиться до величини max*QsQ  ), на усій пове-

рхні контакту (  l,0 ) будуть виконуватись умови повного

зворотного проковзування. В цьому випадку справедливі фо-
рмули (4.44), умова монотонності для повного проковзування
має вигляд

max*0 QsQ  , (4.52)

а осьові переміщення заповнювача знаходяться з формули
(4.46) при l інтегруванням напружень (4.44)
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Переміщення поршня одержимо з формули (4.53) при
0
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Співвідношення (4.54) описує лінійну ділянку петлі
конструкційного гістерезису, відповідну розвантаженню в
умовах повного зворотного проковзування. Межі застосовно-
сті формули (4.54) встановлює нерівність (4.52).

Аналіз результатів. Таким чином, розв’язок мішаної
контактної задачі про немонотонне деформування пружного
заповнювача в конічній обоймі одержано. Записані вирази для
напружень, осьових переміщень заповнювача та осадки по-
ршня. На рис. 4.3 наведено діаграми деформування систем з
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різними орієнтаціями твірної конуса. Значенню кута 1,0
відповідає конічна поверхня контакту, звужена в бік поршня
(рис. 4.1); значенню 0 – циліндрична поверхня контакту;
значенню 1,0 – конічна поверхня контакту, розширена в
бік поршня. Безрозмірні ординати та абсциси координатної
площини зв’язані з розмірними такими залежностями:

maxо

max

)0(
;

PR

Eu
QQQ z  .

Рисунок 4.3

Порівнюючи нахил прямих активного навантаження та
площі петель конструкційного демпфування, бачимо явну пе-
ревагу системи при 1,0 над іншими двома в податливості
та демпфуючій здатності, що доводить доцільність проекту-
вання оболонкових демпферів саме з такою орієнтацією коні-
чної поверхні контакту.
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РОЗДІЛ 5

ОПТИМІЗАЦІЯ БАГАТОСЕКЦІЙНИХ
ОБОЛОНКОВИХ СИСТЕМ З ДЕФОРМІВНИМ

ЗАПОВНЮВАЧЕМ

5.1 Оптимізація демпферів сухого тертя
за критерієм мінімальної жорсткості

Розглянемо ще один спосіб збільшення податливості
оболонкових пружних елементів – послідовне встановлення
секцій оптимальної довжини. Спочатку торкнемося обставин,
які зумовили появу цієї ідеї.

Виходячи із співвідношень (1.66), (1.69), (1.70) першого
розділу, запишемо податливість пружного елемента з оболон-
кою постійної товщини. Беручи до уваги наявність зон проко-
взування і зчеплення, отримуємо податливість системи як фу-
нкцію безрозмірної півдовжини Ral /
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Тут введені позначення
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з урахуванням яких формула (1.66) для координати розмежу-
вання зон проковзування і зчеплення набуває вигляду

.
2

ln *
*

f


  (5.2)
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Вернемося тепер до рисунка 1.6 із першого розділу, який
ілюструє вплив безрозмірної довжини заповнювача l на від-
носну податливість




 RE
PR

E
о

о

2

~


при різних значеннях кое-
фіцієнта тертя. Аналіз гра-
фіків свідчить, що )(l –
монотонно зростаюча фун-
кція. Однак при великих
значеннях аргумента l
швидкість росту податли-
вості )(l суттєво зменшу-
ється. Тому екстенсивне
нарощування довжини сек-
ції – не метод збільшення
податливості оболонкової
пружини. Зауважимо та-
кож, що конструкційне де-
мпфування – досить важли-
вий фактор ефективної ро-
боти пристрою – присутнє
лише в зоні взаємного про-
ковзування оболонки і за-
повнювача.

Виходячи з викладе-
ного, пропонується викори-
стати спосіб послідовного
встановлення секцій опти-
мальної довжини у пруж-
ному елементі (рис. 5.1) з
тим, щоб збільшити подат-
ливість і поліпшити демп-
фуючі характеристики при-
строю шляхом найбільш ра-
ціонального використання
усієї його довжини.

Нехай H2 – загальна
робоча довжина усього

Рисунок 5.1 – Схема багатосекційного
пружного елемента

(оболонки сталої товщини)
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пружного елемента, b2 – технологічно фіксована довжина
поршня, a2 – робоча довжина секції. Тоді для безрозмірної
півдовжини N -секційного пружного елемента маємо

 dNNlL 1 ,

де RНL  , Rbd  .
Податливість усього пружного елемента одержимо як

суму податливостей послідовно встановлених секцій

      dldLll   . (5.3)

Знайдемо оптимальну величину *l , при якій податли-

вість )(l досягає максимуму, тобто:
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Ll




  
,0

* max . (5.4)

Дослідження функції )(l на екстремум доводить, що

при *l похідна   0
 l , а єдиною точкою максимуму фу-

нкції )(l на відрізку  *,0  є корінь l трансцендентного рі-
вняння
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На рис. 5.2 зображено вплив безрозмірної довжини секції

на відносну податливість 2
~

РоР    RE багатосекційного

пружного елемента при 91,0d ; 3,0о  ; 4995,0 ;

001,0о  (тоді 1о  ). Як видно із наведених графічних за-
лежностей, із збільшенням коефіцієнта тертя оптимальна до-
вжина секції зменшується.

Як приклад, візьмемо значення коефіцієнта тертя 5,0f і
вирахуємо оптимальну довжину секції пружного елемента з ха-
рактеристиками ГПа200м;0825,0м;005,0 оо  ERh . У ре-
зультаті розв’язання рівняння (5.5) отримуємо: оптимальна
безрозмірна довжина секції 2,1* l . Довжина зони проковзу-
вання обраховується за формулою (5.2) і дорівнює
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** 3,3 l . Податливість секції оптимальної довжини, вихо-
дячи із формули (5.1), дорівнює   .l нм/H325,2

Р


1 – f=0; 2 – f=0,1; 3 – f=0,5; 4 – f=1,0

Рисунок 5.2 – Вплив безрозмірної довжини ланки на відносну
податливість багатосекційного пружного елемента

Визначимо виграш в податливості, який досягається по-
слідовним встановленням секцій оптимальної довжини. Для
цього розглянемо два пружних елементи однакової загальної
довжини: один містить, наприклад, три секції оптимальної до-
вжини, а другий складається із однієї секції. Загальна робоча
безрозмірна півдовжина кожного із них буде

42,523 *  dlL . Податливість трисекційного визначається
за формулою (5.3) і дорівнює

    нм/H975,63 РР  *
lЛ

*
lЛ .

Податливість односекційного визначаємо за формулою
(5.1). Маємо   нм/H162,4Р l . Як видно із отриманих ре-
зультатів, податливість трисекційного пружного елемента в
1,68 рази більша від податливості односекційного пружного
елемента такої ж довжини.

Розглянемо тепер багатосекційний пружний елемент, се-
кції якого являють собою коаксіальні оболонки, розділені за-
повнювачем (рис. 5.3). Напружено-деформований стан такої
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секції досліджений у другому розділі. Підставляючи вираз
(2.100) для податливості секції у формулу (5.3), отримуємо
податливість багатосекційного коаксіального пружного еле-
мента
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Тут введені позначення:
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Зазначимо також, що безрозмірні величини тут мають
вигляд:

2
2

2
1 RRНL  ; 2

2
2

1 RRbd  ; 2
2

2
1 RRal  .

Максимум функції (5.6) досягається при довжині *ll  ,
яка визначається із трансцендентного рівняння
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Як приклад, розглянемо пружний елемент з характерис-
тиками

;м04,0;м08,0 21  RR м;01,0;м005,0 21  hh

;3,0;5,0;1 2121  ffd ;ГН/м200 2
21  EE

.4995,0;ГН/м2,0 2  Е
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В результаті розв’язування рівняння (5.7) отримуємо:
оптимальна безрозмірна довжина коаксіальної секції пружно-
го елемента 18,1* l . Податливість такої секції вираховується
за формулою (2.100) і дорівнює .нм/H195,1)( *к l

Розглянемо, нарешті, багатосекційний пружний елемент
(рис. 5.4), який складається із рівноміцних секцій, дослідже-
них в розділі 3.1. Підставляючи вираз (3.28) для податливості
секції у формулу (5.3), отримуємо податливість багатосекцій-
ного рівноміцного пружного елемента
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



2

1
ln

1
22

2 2
о

о

оо

PУ

fle

f
l

dlhE

dL
l















f

e fl

2

1
3

2

о . (5.8)

Максимум цього виразу досягається при довжині *ll  ,
яка визначається із трансцендентного рівняння
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За конкретний приклад візьмемо рівноміцний пружний
елемент з характеристиками ;м0825,0R ;м005,0о h

;3,0;91,0;Н/м200 о
2

о  vdГE 1;5,0 о  f . У результаті
розв’язування рівняння (5.9) отримуємо: оптимальна безроз-
мірна довжина рівноміцної секції 38,1* l . Податливість рів-
номіцної секції оптимальної довжини визначається за форму-
лою (3.28) і дорівнює   нм/H792,2*P l .
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Рисунок 5.3 – Схема
багатосекційного пружного

елемента (коаксіальні оболонки
постійної товщини)

Рисунок 5.4 – Схема
багатосекційного пружного

елемента (рівноміцні
оболонки)
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На практиці доволі частими є випадки, коли жорстке об-
меження на загальну довжину пристрою не дає змоги точно
витримати оптимальну довжину секції пружного елемента. При
цьому величина )()( dldLN  може не бути натуральним
числом. У такій ситуації мова повинна йти про оптимальну кі-
лькість секцій *N , яку належить вмістити в задану довжину. За
величину *N слід прийняти те з двох сусідніх натуральних зна-

чень     1, 21  NNNN , для якого величина податливості

 ilУ ,    iii NdNLl 1 , 2;1i буде найбільшою.
Підсумовуючи викладене, відзначимо, що запропоновані

способи збільшення податливості оболонкових пружних еле-
ментів досить прості в застосуванні і в той же час достатньо
ефективні, особливо за наявності жорстких обмежень на габа-
ритні розміри системи. На основі отриманих результатів роз-
роблені нові конструкції оболонкових віброізоляторів, захи-
щені авторськими свідоцтвами на винаходи [1,2].

5.2 Розподіл сил тертя у багатосекційному
пружному елементі бурового амортизатора

Для зменшення жорсткості і підвищення зносостійкості
амортизаторів коливань бурильної колони в їхніх конструкці-
ях доцільно застосовувати багатосекційні оболонкові пружні
елементи, що складаються із певної кількості секцій, зібраних
послідовно [21, 80].

Методика розрахунку багатосекційних амортизаторів,
які складаються із найпростіших пружних елементів (запов-
нювач циліндричної оболонки стискається по торцях поршня-
ми), розроблена в розділі 5.1. Там же, зокрема, показано, що
податливість усієї конструкції є сумою податливостей складо-
вих частин, а також запропоновано підхід до оптимізації дов-
жини секції пружного елемента. Однак вказана схема
незастосовна для розрахунку складніших конструкцій
пружних елементів, наприклад, таких, що містять
коаксіальний ствол для циркуляції промивальної рідини, бо,
як буде показано далі, характер розподілу сил тертя в таких
системах апріорі невідомий і підлягає визначенню в ході
розв’язання задачі.
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Розглянемо оболонковий
пружний елемент бурового амо-
ртизатора такої конструкції
(рис. 5.5). На загальному стволі
послідовно розташовані порож-
нисті циліндри із слабостисли-
вого податливого на зсув мате-
ріалу, які поміщені у пружні ци-
ліндричні оболонки і розділені
жорсткими поршнями. На верх-
ній поршень діє задане наван-
таження Q , нижній поршень
N -ої секції жорстко з’єднаний
зі стволом. Потрібно оцінити
вплив кількості однакових еле-
ментів на податливість розгля-
дуваної системи, враховуючи
фрикційну взаємодію заповню-
вача з оболонками і з стволом.

Розглянемо осесиметрич-
ний напружено-деформований
стан довільного n -ого елемента,
який перебуває під дією наперед

невідомого навантаження nQ . Нехай, як і раніше, а2 – довжи-

на заповнювача, 21, RR – радіуси оболонки і ствола відповідно,

21,hh – їх товщини. Введемо циліндричну систему координат
zr ,, (рис. 5.6).

а) б)
Рисунок 5.6 – Навантаження однієї секції (а), та напрямки

сил тертя (б)

Рисунок 5.5 – Багатосекційний
пружний елемент, зібраний на

спільному стволі
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Принципово характер розподілу контактних напружень
може бути досліджений при наступних спрощуючих припу-
щеннях. Оболонка і ствол приймаються абсолютно жорстки-
ми, причому ствол нерухомий, а оболонка має можливість
осьового переміщення як жорстке ціле. Пружна рівновага за-
повнювача описується одновимірною моделлю, побудованою
в розділі 2.1:

а) усереднене рівняння рівноваги у проекції на вісь z

   ааzRR
Sdz

d z ,,0
2

2211  


; (5.10)

б) зв’язки між напруженнями і деформаціями, що ви-
пливають із закону Гука

 
v

v
zr




1
, ,

  
;

211
,0  

Ev

vv
zr


 (5.11)

в) умови сухого тертя на контактуючих поверхнях

;, 222 Rrf  

  ;,sgn 111 Rrczf   (5.12)

г) крайові умови на торцях

0)(;)(  auSQа znz . (5.13)

У формулах (5.10) – (5.13) zr   ,, – нормальні напру-

ження, zr   ,, – відповідні їм деформації, zu – осьове перемі-

щення заповнювача,  і 21, – нормальне і дотичні контактні
напруження на поверхнях 1Rr  і ;2Rr  1f і 2f – коефіцієнти
тертя пар заповнювач – оболонка і заповнювач – ствол,

 2
2

2
1 RRS  – площа поперечного перерізу заповнювача; vE,

– модульЮнга і коефіцієнт Пуассона його матеріалу.
Зазначимо, що точка зміни знаку взаємного переміщення

оболонки і заповнювача є наперед невідомою, тому її коорди-
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ната c , введена у формулу (5.12), повинна визначатися в про-
цесі розв’язання задачі.

Введемо безрозмірну координату аz . Виключимо
за допомогою (5.11) осьове напруження і врахуємо умови
фрикційного контакту (5.12). Із рівняння рівноваги (5.10) оде-
ржимо диференціальне рівняння для визначення контактного
напруження

    1,1,0sgn12  



tt

d

d
. (5.14)

Тут ;ac ,4;
21

aRS
S

S

v

vf
t ii

ii
i 


 2,1i – площі біч-

них поверхонь заповнювача.
Розв’язок рівняння (5.14) з крайовою умовою

 
 Sv

vQn




1
1

подається виразом

 
 

     


 11exp
1

12 tt
Sv

vQn . (5.15)

Підставляючи результат (5.15) у формули (5.12), одер-
жуємо розподіл сил тертя в контактах

 
 

    ;11exp
1

12
2

2  


 tt
Sv

fvQn (5.16)

 
 

    .1)1(expsgn
1

12
1

1  


 tt
Sv

fvQn

Вимагаючи виконання умови рівноваги

  ,0
1

1
1 



 d

приходимо до трансцендентного рівняння для визначення па-
раметра 
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Неважко показати, що корінь цього рівняння невід’ємний,
причому 0 при 02 t (відсутність тертя на стволі).

Визначимо величину навантаження, яке передається на
наступний поршень

   1
1

11 


  S
v

v
SQn .

З урахуванням виразу (5.15) маємо

   1,1,2exp 211  NnttQQ nn  . (5.18)

Враховуючи, що QQ 1 , можемо зробити висновок, що
контактні напруження в n -ій секції пружного елемента визна-
чаються за допомогою формул (5.15) – (5.18).

Перейдемо до деформованого стану. Маючи на увазі ви-
сновки, зроблені в розділі 2 (див. обґрунтування формул (2.81)
– (2.100)), осьову деформацію заповнювача можна подати як
асимптотичну суму двох доданків: осьова деформація стисли-
вого заповнювача в жорсткій обоймі під дією сили nQ і кон-
тактних напружень (5.15), (5.16) плюс осьова деформація не-
стисливого заповнювача, що виникає за рахунок збільшення
об’єму при деформації оболонок під дією тих же контактних
напружень. Крім того, слід врахувати, що в районі верхнього
поршня у стволі діє стискаюче осьове зусилля

        2221 SаQQRQQN nn   . (5.19)

Враховучи сказане, на основі співвідношень (2.85),
(2.96) визначаємо осьову деформацію заповнювача, а відтак,
інтегруючи, знаходимо осадку верхнього поршня в n -ій секції
пружного елемента. Опускаючи громіздкі проміжні викладки,
тут запишемо тільки остаточний результат
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Визначимо осадку N-секційного пружного елемента,
який складається із послідовно встановлених на спільному
стволі однакових секцій

.
1




N

n
n (5.21)

Враховуючи, що, згідно з формулою (5.18), послідов-
ність навантажень на поршні є геометричною прогресією із
знаменником   212exp ttq   і ,1 QQ  одержуємо, що
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. (5.22)

Тоді співвідношення (5.21) з урахуванням формул (5.20),
(5.22) остаточно подається в розгорнутому вигляді
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У частковому випадку 02 t )0(  , що означає відсут-
ність тертя на стволі, маємо

 
  




 




11

2
11121

1

2

hSE

RS

Ev

аvv

Sv

vQ


 
N

t

t

hSE

аSRvf

hSE

RS

1

1

11

1111

22

2
22 exp1 





 . (5.24)

Як випливає із виразу (5.23), осадка багатосекційного
пружного елемента не пропорційна кількості секцій. Таким
чином, його податливість не є адитивною функцією податли-
востей складових частин. Причина цього, як видно із порів-
няння формул (5.23) і (5.24), полягає у присутності тертя на
стволі.

Більш компактні співвідношення для податливості мож-
на одержати, нехтуючи ефектом Пуассона пружних оболонок
( 2,1,0  ivi ) і коректно враховуючи слабу стисливість за-
повнювача ( 5,0v ).

Тоді із формули (5.23) маємо
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.2,1,2lim
5,0

* 

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i (5.25)

Приклад розрахунку. Проілюструємо отримані аналі-
тичні результати для конкретних параметрів багатосекційного
пружного елемента. Нехай ,2Rа  ,2 21 RR  .5,0v Тоді

,34 22 ft  38 11 ft  .
На рис. 5.7 наведено графіки, що характеризують розпо-

діл безрозмірного контактного тиску в довільній секції при рі-
зних значеннях коефіцієнтів тертя. Лінії 1 відповідають зна-
ченням ,02 f 25,01 f )0(  , лінії 2 – значенням ,25,02 f

25,01 f ).1338,0(  Видно, що наявність тертя на стволі по-
рушує симетрію епюри контактного тиску відносно середини
секції.

Вплив кількості секцій на безрозмірну податливість ба-
гатосекційного пружного елемента
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наведено на рис. 5.8. Світлі точки відповідають значенням
,02 f ,25,01 f темні точки – значенням ,25,02 f .25,01 f

1 – f2=0, f1=0,25; 2 – f2=0,25, f1=0,25;

Рисунок 5.7 – Розподіл контактного тиску в секції
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1 – f2=0, f1=0,25; 2 – f2=0,25, f1=0,25;

Рисунок 5.8 – Залежність податливості від числа секцій

Таким чином, податливість багатосекційного пружного
елемента, зібраного на спільному стволі, пропорційна кількос-
ті секцій тільки у разі відсутності тертя на стволі. При фрик-
ційному контакті заповнювача зі стволом темп зростання по-
датливості зменшується при збільшенні кількості секцій.

Із зростанням номера секції її напруженість зменшується
(див. формулу (5.18)). Цей факт доцільно врахувати при опти-
мальному проектуванні розглянутої конструкції.
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